3.18. Progresiones

Definicion 3.15 Progresion aritmética

Una sucesion se dice que es una progresion aritmética si la diferencia entre cualquier término y el
anterior es la misma a lo largo de toda la sucesion. La diferencia algebraica entre cada término y
el anterior se denomina diferencia comin, y se denota por d.

Si a es el primer término y d es la diferencia comin de una progresion aritmética, los términos
sucesivos de la progresion aritmética son a, a +d, a + 2d, a + 3d, ...

Teorema 3.32  La suma de n términos de una progresion aritmética con primer término a y
diferencia comun d estd dado por

Sn = 320+ (n = 1)d.

Demostracion
Si a es el primer término y d es la diferencia comtun de una progresion aritmética, la sucesion es

a, a+d, a+2d, a+ 3d,

Si la sucesion consta de n términos y si k denota el altimo término, k = a+ (n — 1)d. El penaltimo
término sera k — d, el antepenultimo término serd k — 2d, etc. Si S, representa la suma de estos n
términos, entonces

Sp=a+(a+d)+(a+2d)+..+(k—-2d)+(k—d)+k
Si escribimos esta progresion en orden inverso, la suma es la misma, de modo que
Sp=k+(k—d)+(k—2d)+..+(a+2d) + (a+d) +a
Sumando los dos valores de S;,, obtenemos

25, = (a+k)+(a+d+k—d)+(a+2d+k—2d)+..+(k—d+a+d)+ (k+a)
= (a+k)+(a+k)+(a+k)+..+(a+k)+(a+Fk)+(a+k)

Podemos observar que hay n términos en el lado derecho y cada uno es igual a (a + k). En
consecuencia

258, =n(a+k) = Sn:%(a—i—k)
Sustituyendo el valor de k de la ecuacion k = a 4+ (n — 1)d en la ecuacion anterior, obtenemos
n
Sp = §[a+a+ (n—1)d

%[Qa + (n —1)d].
Ejemplo 3.49  Dada la sucesion 2, 9, 16, 23, 30, ..., calcular:
a) FEl vigésimo tercer término; b) El n-ésimo término.
Solucion

La sucesion dada es una progresion aritmética, porque

d=9-2=16-9=23-16=30—-23=7



En consecuencia, la diferencia comtn es d = 7. También a = 2.
a) Cuando n = 23, obtenemos
k=24 (23—-1)7 = 156.

b) Como k = a+ (n — 1)d, entonces el n-ésimo término es
k=2+(n—-1)7="Tn-5.

Ejemplo 3.50 Qué término de la sucesion 5, 14, 23, 32, ..., es 2397
Solucién
Como la sucesién es una progresion aritmética, obtenemos que d = 9, entonces de

k=a+(n—1)d = 239=54+(n—-1)9 = n =27
Por lo tanto 239 corresponde al término 27.

Ejemplo 3.51 La suma de tres nimeros en progresion aritmética es 12 y su producto es 48.
Determine tales nimeros.

Solucién

Conviene tomar a — d, a, a + d como los tres niimeros en progresion aritmética, pues de su suma
igual a 12 se obtiene de inmediato que a = 4 y por tanto de (4 —d)4(4+d) = 48, se obtiene d = £2,
asi los nameros son 2, 4, 6 y 6, 4, 2.

Ejemplo 3.52  El dltimo término de la sucesion 20, 18, 16, ..., es - 4. Calcule el nimero de
términos de esta sucesion.

Solucién

Como esta sucesion es una progresion aritmética, d = —2 y a = 20, por lo tanto

—4=204+ (n—1)(-2) = n = 13.
De esta manera podemos decir que la sucesion tiene 13 términos.

Ejemplo 3.53  Si los términos cuarto y noveno de una progresion aritmética son 9 y 27 re-
spectivamente, encuentre el vigésimo octavo término.
Solucion
Como estos términos pertenecen a una progresion aritmética, entonces el n-ésimo término esta
dado por k = a + (n — 1)d, lo cual indica que el cuarto término esta dado por a +3d = 9 y el
noveno término por a + 8d = 27. Resolviendo este sistema, obtenemos que d = % ya= f%. De
esta manera podemos calcular el vigésimo octavo término que estd dado por
9 18 477

k= 5+(28 1)5 =5
Ejemplo 3.54  El tercer término de una progresion aritmética es a y el término de lugar 21
es a + 36b, con a y b reales dados, no nulos a la vez. determine la progresion aritmética.
Solucién
Por hipoétesis a3 = a1 +2d = a y a2 = a1 + 20d = a + 36b de donde resolviendo el sistema para
a1 'y d se obtiene a; = a — 4b y d = 2b por tanto resulta a,, = 2bn + a — 6b que es la progresion
aritmética pedida.

Ejemplo 3.55  Determine la suma de los 100 primeros términos de una progresion aritmética,
cuyo tercer término es 4 veces el primero y su sexto término es 17.



Solucién
a3 = 4ay y ag = 17 conducen a resolver el sistema

a1 + 2d = 4ay
a1+ 5d =17

de donde a; = 2 y d = 3, por tanto
S100 = 50[4 + 99 - 3] = 15050.

Ejemplo 3.56  Dos cuerpos que se encuentran a la distancia de 153 metros uno del otro, se
mueven al encuentro mutuo. El primero recorre 10 metros por segundo, y el seqgundo recorrio 8
metros en el primer sequndo; en cada segundo siguiente recorre 5 metros mas que en el anterior.
Después de cudntos sequndos los cuerpo se encuentran?

Solucién

Supongamos que el encuentro se produce después de z segundos, en tal caso el primer cuerpo
recorrio un camino igual a 10z, el segundo cuerpo recorrio un camino igual a la suma de los
terminos de la progresiéon aritmética:

S=3+B+5)+B+5-2)+...+[3+5(x—1)]
Por los datos del problema

S5r+1

10z + S =153 6 10z + T =153

Resolviendo esta ecuacion cuadratica, hallamos que x = 6.

Ejemplo 3.57  Pueden los niumeros que expresan las longitudes de los lados de un triangulo y
su perimetro, formar una progresion aritmética?

Solucién

Supongamos que las longitudes de los lados forman una progresion aritmética, en este caso se los
puede designar por a, a + d, a + 2d, siendo su perimetro igual a 3a + 3d. La diferencia entre el

perimetro y el lado mayor es
(Ba+3d) — (a+2d)=2a+d

y, puesto que 2a + d > d, el perimetro no es el cuarto término de la progresion aritmética.

Ejemplo 3.58  En una progresion aritmética si los términos de lugares p, q y r son respecti-
vamente, a, b y c. Demuestre que

(g—r)a+(r—pb+(p—qc=0

Solucién
Por hipétesis se tienen

a+(p—1d=a
a+ (q—1)d=1b
a+(r—1d=c

de este sistema de ecuaciones, se obtiene:

ag—d=a—pd=b—qgd=c—rd



y de aqui
b—qg=
q—r=

(a—b)
(b—¢)

=l Q-

r—p= E(C —a)
Multiplicando la primera ecuacién por ¢, la segunda por a y la tercera por b, se tiene
(g—r)a+(r—pb+(p—qc=0

Ejemplo 3.59
por 14. Solucion
El primer ntimero después del 100, divisible por 14 es 112, luego a; = 112 y d = 14, entonces

Encuentre la suma de todos los nimeros entre 100 y 1000, que sean divisibles

an =112+ (n—1)14 < 1000 = n < 64,43

luego n = 64 con lo que
Sea = 32[2- 1124 63 - 14] = 35392.

Ejemplo 3.60
términos, como m

Si la suma de m términos de una orogresion aritmética es a la suma de n

2 es a n?. Demuestre que

am  2m—1
a, 2n—1
Solucién
Como
S m?
S, n?
entonces y )
2 -1
mPay + (m =] _m”
n[2a; + (n — 1)d) n?
por lo tanto
Am . a1 + (m — 1)d
an a1+ (n—1)d
_ar+(m—1)2a,
a4+ (n—1)2a,
_ 2m -1
 2n—1

Ejemplo 3.61  En una progresion aritmética cuyo primer término es a, si la suma de los p
primeros términos es cero, demuestre que la suma de los siguientes q términos es

a(p+q)q
1-p

Solucién
Por hipétesis tenemos

Sp=%2a+(p—-1)d] =0, p#£0 = 2a+(p-1)d=0

[NVJ S



de donde d = ffap, p # 1; por otra parte S = S, 4 — Sy, S es la suma de los g siguientes términos,
ahora como S, = 0, entonces

S = Spig

p+q 2a
= — 2 -1
5 a+(p+q )l—p

a(p +q)q

1—-p
Ejemplo 3.62  Sila suma de los primeros p términos de una progresion aritmética es q y la
suma de los q primeros términos es p. Demuestre que la suma de los primeros p + q términos es

—(p+4q).
Soluciéon
Nos dicen que

Sp = 8[2a1 + (p — 1)d] = ¢
Sq=1%[2a1+ (¢ —1)d] =p
resolviendo éste sistema de ecuaciones, obtenemos
d—= _2pta)
, Pd
ay = 4 +@e—1)(p+9)
Pq
por tanto

p+q[

Sptq = 2a1 + (p+q—1)d]

y reemplazando los valores de a; y d, obtenemos luego de simplificar, que

Sptq = —(p+4q).

Ejemplo 3.63  En una progresion aritmética se conoce la suma Sy, de los m primeros términos
y la suma S, de los n primeros términos. Calcular la diferencia de la progresion aritmética.
Solucién

De inmediato

Sm = %2a1 + (m — 1)d]
Sp = 5201 + (n —1)d]
de donde
—2nS,, = —2nmay +n(m — 1)d
2msS,, = 2nmay + m(n — 1)d

sumando miembro a miembro resulta

2(mSy, —nSp)

2(mS,, —nSpy) =dmn(m —n) = d= mn(m —n)

, m#mn.
Ejemplo 3.64  Silog, z, log,, z, log, x estdn en progresion aritmética, demuestre que
n2 — (kn)logkm

Solucién
Como log,, z, log,,, =, log,, x estan en progresién aritmética, entonces

log,,, x —log, « = log,, = — log,,, «



llevando a base 10 se tiene

2logz  logx  logx

= = 2logklogn = logmlogn + logmlogk
logm logk logn

logn? = log, m(logn +logk) = n?= (kn)lo9™

Ejemplo 3.65  Una persona debe pagar una deuda de § 360000 en 40 cuotas que forman una
progresion aritmética cuando 30 de los pagos estdn cubiertos la persona fallece, dejando la tercera
parte de la deuda sin pagar. Calcule el valor del primer pago.

Soluciéon

Sean a; y d el primer término y la diferencia de la progresion aritmética en cuestion, entonces

S0 = 20[2ay + 39d] = 360000
S3p = 15[2a; + 29d] = 2 - 360000

de donde resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene d = 200 y a; = 5100.

Supongamos que ai_1, Gk, Gg+1 SON tres términos sucesivos de una progresion aritmética. En
tal caso, por propiedad de la progresién tendremos:

k-1 + Q41

af — Qp—1 = Q1 — g = 2a = ag—1 + agy1 = ay = 5

Definicibn 3.16 Media aritmética
Se llama media aritmética la semisuma de dos niumeros; por lo tanto, cualquier término de una
progresion aritmética (excepto el primero) es la media aritmética de dos de sus términos contiguos.

Ejemplo 3.66  Intercalar 7 medias aritméticas entre los numeros 8 y 20.
Solucion
Esto significa que se deben hallar 7 niimeros tales que junto con los nimeros dados 8 y 20 formen
una progresion aritmética; el primer término de esta progresion es el 8, el noveno, el niimero 20.
Tendremos que

ag = a1 + 8d = 20 =8+48d = d=15.

La progresién buscada seré:
8; 9,5; 11; 12,5; 14; 15,5; 17; 18,5; 20.

Ejemplo 3.67  Dada la progresion aritmética —35x, ..., 3x; x € R, x # 0. Calcular a,, sabiendo
que existen 17 términos entre los extremos.

Solucién
De inmediato a; = —35x y a19 = 3z, entonces
19
—3br+18d=3x = d= jx
por tanto

1
an, = =35z + (n — 1)5930

Ejemplo 3.68  Hallar la relacion entre x e y, de manera que el medio aritmético de lugar r,
entre x y 2y, sea el mismo que el medio aritmético de lugar r entre 2x e y. Habiendo n medios
aritméticos interpolados en cada caso.



Solucion
Para el primer caso:

2y —x
2y=x+(n+1dy = dl:j—i—l = a,=x+rd;
para el segundo caso
-2
y=2x+n+1dy = d2:y I = b, =2x+rdy
n+1

Ahora por hipoétesis a, = b, de donde

2y — -2
x+ry JU:290—|—Ty v
n+1 n+1

= zn—r+1)=yr

Definicion 3.17 Progresion geométrica
Una sucesion de términos es una progresion geométrica st la razon de cada término anterior es
siempre la misma. Esta razon constante se denomina razon comun de la progresion geométrica.

Cada término de una progresion geométrica se obtiene multiplicando al anterior por la razon
comun. Si b es el primer término y r es la razén comin, los términos sucesivos de la progresion
geométrica son

b, br, br?, brd,
En esta progresiéon geométrica, observamos que la potencia de r en cualquier término es menor en
uno a la anterior. Asi que, el n-ésimo término est4 dado por t = br"~!

Teorema 3.33  Si b es el primer término y r la razén comin de una progresion geométrica,
entonces la suma S, de n-términos de la progresion geométrica estd dada por

Sn:M, r# 1.
1—r

Demostracion
Los n-términos de la progresion geométrica dada son
b, br, br?, brd, b2 bl
Por tanto, la suma de estos términos es
Sp=b+br+br®+br®+ . +br" %+ br"!
Multiplicamos ambos lados por —r, y obtenemos
—rS, = —br—br>—br® —br* — . — b — "

Sumando estas dos ecuaciones, advertimos que todos los términos se cancelan excepto el primer
término de la primera ecuacion y el tltimo término de la segunda ecuacion, lo que resulta

Multiplicando el numerador y el denominador de la ecuaciéon por -1, obtenemos la féormula alter-

n_q , . ‘2
5" —1) Fgta formula por lo general se usa cuando r > 1, mientras que la ecuacion

r—1
Sy, = % es més ttil cuando » < 1. La férmula S,, = % es valida so6lo cuando r # 1. Si

n = 1, la progresién geométrica se transforma en b+ b+ b+ ... + b cuya suma es igual a nb.
—_——

nativa S,, =

n términos



Ejemplo 3.69  FEncuentre el décimo tercer término de la sucesion 3, 6, 12, 24, ...
Solucién
Como esta sucesion es una progresiéon geométrica, entonces r = 2. Por lo tanto, el décimo tercer
término sera
t=(3)(2)" ! =12288.

Ejemplo 3.70  Encuentre el n-éstmo término de la sucesion %, —%, %,
Solucion
Como r = —%, por lo tanto se trata de una progresién geométrica y el n-ésimo término estaré dado

por B - -
G-

Ejemplo 3.71  El sequndo y quinto término de una progresion geométrica son 24 y 81, respec-
tivamente. Determine la sucesion y el décimo término.

Soluciéon

El segundo y quinto términos quedan determinados por ar = 24 y ar* = 81 respectivamente.
Igualando estas dos ecuaciones, obtenemos que r = % y a = 16, por lo tanto el término genérico es

1= (16)(3/2)" " = (22) ()" y el décimo término es 19983,
Ejemplo 3.72  Determine la suma de:
< 1 & 5\
a) S, = — )% b) S, = 1) K
) seSt w2 (/)
Solucién
a) Desarrollando el simbolo de sumatoria, obtenemos

1 1 1 1
G vE G vE 6oV (- Vi3

de donde podemos calcular r = lo cual indica que se trata de una progresion geométrica vy,

Sp = P4+ )"

1

5—/13’
de esta manera podemos encontrar la suma pedida

g BV -1
ECEEICEVEE

b) Como
Sn — i(_l)z \/g ? - 1 (_1)i \/g 3
‘ ) ; 5
1=1 i=1
3 3\’ 3\’ 3\ 3
= /= 2) = (4/2 (=D (/2] = [=/2
podemos encontrar que r = —\/g lo cual nos indica que se trata de una progresiéon geométrica y

de esta manera encontramos el valor de la identidad pedida:

*\/g (1 B (\/g)n> 3
S, = +4/=
144/2 g
(=D)™(V3)" ' +3(v/5)" !
VBB +V3)




Ejemplo 3.73  La suma de los 6 primeros términos de una progresion geométrica es 9 veces
la suma de los tres primeros términos, determine su razon. (a1 #0, r #1)
Solucién

Como
r—1 -1

Sg = 98 =
0 ’ M r—1

= (r3 — 1)(7"3 +1) = 9(r3 -1

como r # 1, entonces
P+1=9 = r=2

Ejemplo 3.74  El producto de tres numeros en prpgresion geométrica es 27 y la suma de sus
reciprocos es 3. Encuentre tales nimeros.

Soluciéon

En este caso conviene tomar £, a, ar como los tres nimeros en progresion geométrica, por tanto

g~a~ar=27 = a=3
r
luego
+4;:3 = P -8+1=0 = r=4+£V15

y los ntimeros son
1

4415

Ejemplo 3.75  En una progresion geométrica si los términos de lugares p, q y r son respecti-
vamente: a, b y c. Demuestre que

3,3(41v€@

a7y PP =1

Solucién
Sea z el primer término e y la razon de la progresion geométrica, luego

zyPl=qa, ay?t=0b xzyl=c

de donde obtenemos
a?™" = gt rylp=Dla=r)

pr—P — mr—py(q—l)(r—p)
P9 = gp~ay(r=1)(p—a)
multiplicando miembro a miembro, finalmente obtenemos

ad THTTPPT —

Ejemplo 3.76  Calcular la suma

2+a+b+a2+w a4+ b"
ab a?b? ambn
Solucién
Reordenando la suma, obtenemos
S—1+1+1+ +1+1+1+1+ +1
N a a2 T an b b2 T pn
1\n+1 1\n+1
_ @) —1+(ﬂ —1
11 ;-1
an+1 -1 b71,+1 -1
= + .
a*(a—1) b(b-1)



Ejemplo 3.77 Sia, b, ¢, d estdn en progresion geométrica, demuestre que
(b—0c)*+(c—a)®+ (d—b)? = (a—d)?

Solucién
Como a, b, ¢, d estan en progresion geométrica, entonces

b d b2 = ac
—=-=- = 2 =bd
a c
bc = ad
Ahora

(b—c)?+(c—a)>+(d—b)?* = 2b%42c*+a* +d* — 2ac — 2bc — 2bd
= 2ac+ 2bd + a® + d® — 2ac — 2ad — 2bd

= a®+d*—2ad

(a —d)?

Ejemplo 3.78  Encuentre la suma de n términos de la sucesion cuyo k-éstmo término es
ap = (2k 4+ 1)2F

Solucién

Como
n n

Sn=)Y (2k+1)2¢ = 28, = (2k+1)2¢"
k=1 k=1
de donde restando miembro a miembro estas sumas, se tiene

n n

25, — Sp = (2k+1)25F =3 (2 + 1)2"

k=1 k=1
entonces

n—1 n

Spo= (n+ 12"+ (2k + 1)28 - Z?k—i—l —3.2
k=1 =2
n—1
= (2n+1)2" 4 2k +1)25 — Z (2k 4 3)2F1 — 3.2
k=1 k=1
n—1
= (@n+1)2"7 4+ ) (-2)2" —6
k=1
n—1
= (@n+1)2" =) 2k
k=1
2n +1)2"+ — 8 -1 6
= (2n+1) 51
= n.2"T2 _9ntl g9

,_.



Ejemplo 3.79  Un ventilador gira a 1200 revoluciones por minuto (rpm). Después de apagar el
motor del ventilador, éste disminuye gradualmente su velocidad de manera que cada segundo efectia
s6lo 90 % de las revoluciones del sequndo anterior. ;Cudntas revoluciones efectuard el ventilador
durante el primer minuto, después de apagarlo?

Solucién

Cuando gira a 1200 rpm, el ventilador girara % o 20 revoluciones por segundo. El ntimero
de revoluciones por segundo para los segundos posteriores a apagar el ventilador, formaran una

progresion geométrica donde by = 18 y » = 0,9; entonces,
18, 18(0,9), 18(0,9)%, ...,18(0,9)" !

Como un minuto tiene 60 segundos, el problema se reduce a encontrar Sgg, 1o que se puede lograr
por aplicacion de la formula para la obtencion se S, es una progresion geométrica:
o - 18(1 —0,9%0) 18
60 = 1-0,9 0,1
= 180 revoluciones.

Ejemplo 3.80  Cuatro nimeros forman una progresion geométrica decreciente. Sabiendo que
la suma de los términos extremos es igual a 27, y la suma de los términos medios, igual a 18,
hallar su progresion.

Solucién

Tenemos el sistema

a1 +a1q® =27
a1q+ a1¢”> =9

Dividamos la primera ecuaciéon por la segunda:

l—q+q¢*
q

3

Resolviendo esta ecuacién cuadratica, obtendremos ¢ = 2 4 v/3. Solamente ¢ = 2 — /3 satisface
las condiciones del problema dado, puesto que la progresion debe ser decreciente y, por eso |q| < 1.
El primer término de la progresion lo hallamos de la correlacion

3
ar(¢+¢*) =9 = a1:§(9+5\/§)

Ejemplo 3.81 La suma de tres numeros positivos, que forman una progresion aritmética, es
igual a 21. Si a estos numeros les sumamos respectivamente 2, 8 y 9, los nuevos nimeros forman
una progresion geométrica. Hallar esos nimeros.

Soluciéon

Supongamos que x, y y z son los nimeros buscados. En tal caso x + y + z = 21, y, puesto que los
nameros x, ¥y, z forman una progresion aritmética, tendremos que 2y = x+z. Por las condiciones del
problema x+2, y+3, z+9 componen una progresion geométrica, es decir, (y+3)2 = (z+2)(z+9).
Se obtuvo el sistema de ecuaciones

r+y+z=21
2=x+z
(y+3)2%=(x+2)(2+9)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que los ntimeros buscados son 3, 7 y 11.



Ejemplo 3.82  Calcular los dngulos de un cuadrildtero sabiendo que estos dngulos estdn en
progresion geométrica y que el dngulo mayor es 9 veces el seqgundo.

Solucién

Supongamos r > 1, entonces los angulos son a, ar, ar? y ar® tales que a < ar < ar
9ar = ar3, de donde r = 3. Por otra parte de la geometria elemental sabemos que

2<a7“3y

atar+ar’+ar®=360° = a+3a+9%+27a=360° = a=9°

luego los dngulos resultan ser: 9°, 27°, 81° y 243°. Si se supone r < 1, r = % v a = 243° y resultan
los mismos angulos.

Ejemplo 3.83  En un cuadrado de lado a se inscribe otro cuadrado cuyos vértices dividen los
lados del primer cuadrado en la razon 1 : 1. En el sequndo cuadrado se inscribe un tercer cuadrado
que divide a los lados del anterior en la misma razon y asi sucesivamente. Encontrar la suma de
los perimetros y dreas de n de estos cuadrados, cudles son estas sumas si n — 0.

Solucién

Perimetro:

2 n—1
2 2 2
Pl - 4a, P2 - 4§a7 P3 B 4 (?) a’ o Pn - <\/7> !

2
n—1
2 n—1 V2
1 (2
. N o\ (+2)

Sin — oo, entonces

Area:

sim — 0o, entonces S* = 2a?.

Ejemplo 3.84 Se deja caer una pelota de goma desde una altura h, en el primer rebote la
pelota sube hasta el tercio de la altura h, en el sequndo rebote sube hasta el tercio de la nueva
altura y ast sucesivamente. Calcule la distancia que recorre la pelota antes de detenerse.

Solucién
Se debe tener que
1 1/1 1/1/1
H = - - = -(=(=
h+3h+3<3h>+3<3<3h))+
3
+ ...

I
>

Se trata de una serie geométrica de razon r = % < 1, por tanto la suma de infinitos términos sera

H=h-




Supongamos que a, a, a son tres terminos consecutivos de una progresion geométrica, donde el
subindice k£ es un numero natural cualquiera mayor que 1. En tal caso tendremos:

ar Qg+l

Ap—1 ag

cada una de estas relaciones es igual a la razon de la progresion ¢. Por una propiedad de la
progresion tendremos:
2
ap = Q-1 * Ak41-

Definicion 3.18 Media geométrica

El nimero cuyo cuadrado es igual al producto de dos numeros dados, se llama su media geométri-
ca. Es decir, todo término de una progresion geométrica es la media geométrica de dos términos
equidistantes a €l.

Ejemplo 3.85  Intercalar entre los numeros 2 y 1458 cinco medias geométricas.

Solucién

La condicion del problema es: hallar cinco ntimeros tales que junto con los ntimeros dados 2 y
1458 formen una progresion geométrica cuyo primer término sea a; = 2 y el séptimo término sea
a7 = 1458. Tendremos que

ar = a1q° = 1458 = 2¢° = 729 = ¢8 = q= V729 =43
Son posibles dos progresiones:

2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458 o 2, —6, 18, —54, 162, —486, 1458.

3.19. Tarea

1. Sea {a,} una progresion aritmética en la que todos sus términos y su diferencia d son

distintos de cero. Demuéstrese que son validas la igualdades siguientes:

a) an:%7 Vn>2¢€eN;

b) ak+an7k+1 =ay + anp, k= 1,27...77’L;
1 1/1 1
) I
ApAk11 ay Ap+41

Q) 1 1 ( 1 1 )
T apApyraree 2d \a102  apgiGngo )’

M:

k=1

3l

S

) 1 1 < 1 1 >
e —_— = = - :
£ ARGk 4108120k 13 3d \ 010203 Gni1Gn420n43
2. En una progresion aritmética cuyo primer término es 4 y el orden n, 34. Si la suma de los
n primeros términos es 247, determine n y la diferencia d.
Resp: 13y %

3. Sumar 19 términos de la sucesion 2, 2, -2

4’ 57 E,...
Resp: 0.



>

10.

11.

12.

13.

14.

Interpolar 9 medios aritméticos entre % y —34—9.
Resp: —3 _7 _11 _15 _19 _23 37 31 _35
P: =0 T Ta Ta T4 Ta T i T4 T
P o3 4
mar 25 términos de la sucesion <=, —=
Su 5 u NV V5,
Resp: 15V/5.
La suma de 4 ntmeros enteros de una progresion aritmética es 24 y su producto es 945.

Hallar los ntimeros.
Resp: 3,5, 7y 9.

Encontrar la suma de todos los nimeros entre 14 y 84 inclusive extrayendo los multiplos
de 3.
Resp: 1152.

Dados tres ntimeros en progresion aritmética con diferencia d, d € N; se sabe que uno de
ellos es miltiplo de d. Demostrar que el producto de ellos es divisible por 6d°.

Si a, b, ¢ estan en progresion aritmética y f(x) = pz + g en que f: R — R es una funcion
con p # 0. Demuestre que f(a), f(b), f(c) también estan en progresion aritmética.

En la ecuacion z? — (3m + 4)z3 + (m + 1)? = 0 determine m tal que sus raices estén en
progresion aritmética.
Resp: m = 2.

Si la suma de m términos de una progresion aritmética es igual a la suma de los siguientes
n términos y también a la suma de los siguientes p términos, entonces demuestre que

el men (-}

La suma de cinco términos en una progresiéon aritmética es 20 y el producto entre el mayor
y el menor es -20. jCudles son los términos?.
Resp: -2,1,4,7, 10 o bien 10, 7, 4, 1, -2.

Demuestre que la suma de un ntimero impar de términos consecutivos de una progresion
aritmética es igual al término central multiplicado por el nimero de términos.

Una sucesion a1, as, ..., a, satisface la igualdad Y ,_; ar = 3n? + 2n. Demuestre que la
sucesion es una progresion aritmética y encuentre una expresion para a, en términos de n
Unicamente.

Resp: a, =6n —1.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Si en una progresion aritmética la suma de los m primeros términos es igual a la suma de
los n primeros términos, demostrar que la suma de los m + n términos es nula.

En un tridngulo rectangulo los lados estdn en progresion aritmética. Demostrar que la
diferencia de la progresion es igual al radio de la circunferencia inscrita al tridngulo.

La suma de tres ntimeros en progresion aritmética es 9 y la suma de sus reciprocos es nula.
Determine la suma de los 20 primeros términos de esta progresiéon aritmética.
Resp: 30 (2+17V3).

Una persona contrae una deuda que debe pagar en tres anos en cuotas mensuales que se
incrementan cada mes en una cantidad fija. Si al término de los dos primeros anos la persona
ha pagado la mitad de la deuda y la primera cuota del tercer ano es de $ 122000. Determine
el total que la persona paga al final de los tres anos.

Resp: $ 3456000.

Demuéstrese que si los nameros positivos a, b, ¢ son términos consecutivos de una progresion

aritmética, los ntiimeros
1 1 1

Gt e Vetva Ja+vb

también son términos consecutivos de la progresion aritmética.

Demuéstrese que si los niimeros positivos aq, ao, ..., a, son los términos consecutivos de
una progresion aritmética, entonces:

1 1 1 n—1
+ + .+ =
Va1 +y/az  \Jaz + /a3 Vln—1+/an /01 + \/0n

Sea S, la suma de los primeros n términos de una progresion aritmética. Demuéstrese que:
a) Sn+3 = 3577,—}-2 - 3Sn+1 + Sn; b) S3n = 3(S2n - Sn)

Compruébese o refitese la siguiente aseveracion: si ti, to, t3, t4, €s una progresion arit-
mética finita, entonces Costy, Costy, Costs, Costy, también es una progresion aritmética.

Si el costo de un automovil sufre una depreciacion anual de 12 %, ;cudl sera su valor de-
spués de 5 anos, si el precio original del mismo era de 8600 dolares? (Sugerencia: El valor al
término de cada ano es 88 % del valor al término anterior.)

El movimiento de una clase especifica de hormigas depende de la temperatura. Aparente-
mente, las hormigas duplican su velocidad de desplazamiento por cada 10°C de aumento en
la temperatura. Si una hormiga se desplaza a una velocidad de 60 cm/min cuando la tem-
peratura ambiente es 10°C, ;cual sera la velocidad de desplazamiento a 40°C?, ja 50°C?



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Se considera que una estrella de magnitud 6 emite una unidad de luz, mientras que una
estrella de magnitud 5 emitira 2.5 veces la luz de una estrella de magnitud 6, y una estrella
de magnitud 4 emitira 2.5 veces la luz de una estrella de magnitud 5, y asi sucesivamente.
; Cuantas unidades de luz emitira una estrella de magnitud 27 ;Y una estrella de magnitud 37

La poblacién mundial en 1970 se estimé en 3.7 x 109 habitantes. La tasa de crecimien-
to anual aproximada es 2 %. Suponiendo que la tasa se mantendra constante, estimese la
poblacién mundial en los anos 1990 y 2000.

Si cada coneja da a luz tres conejitos, ;jcuantos conejos de la octava generacion seran de-
scendientes de una coneja en la primera generacion?

Una pelota de hule que cae desde una altura de 3 metros siempre rebotara un tercio de la
distancia de la cual cay6 previa al rebote. determinese la altura alcanzada en el quinto rebote.

El peldano inferior de una escalera de 18 peldanos mide 45 cm. La longitud de cada pel-
dano es 1.6 cm. més corto que el anterior, en el sentido ascendente. Con ayuda de las teclas
de sumando constante o constante automatica de una calculadora electrénica manual, desar-
réllese una tabla que muestre la longitud de todos los peldanos.

Un medio de cultivo se siembra con n bacterias. Si el nimero de bacterias se duplica cada
2 horas, obténgase el nimero de bacterias existentes en el cultivo después de 24 horas.

En 1791, Benjamin Franklin don6 4000 ddlares para ser empleados en préstamos a artesanos
casados que necesitaban ayuda econémica. Durante 100 anos, este dinero estuvo sometido a
un interés compuesto de 5,6 % anual. Calctlese el valor aproximado del fondo en 1891.

Sea S, la suma de los primeros n miembros de una progresiéon geométrica. Demuéstrese
que
Sn(SSn - SQn) = (SQn - Sn)2

Demuéstrese que la sucesion {b,} de ntmeros diferentes de cero es una progresion ge-
ométrica si y s6lo si con cada n > 3 se verifica la igualdad

(b3 + b3 + .. +02_1) (b3 + b3 + ... +b2) = (biba + babs + ... + by_1by)%

La suma de tres ntimeros en progresion geométrico es 70, si los extremos son amplifica-
ciones por 4 y el del medio por 5, la serie esté en progresion aritmética. Hallar los ntimeros.

Hallar una progresion aritmética cuyo primer término es 1, y tal que los términos de lugares
2, 10 y 34 se encuentran en progresion geométrica.

Si ﬁ, %7 bic estan en progresion aritmética, demostrar que a, b, ¢ estan en progresion

geométrica.



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Si m es el producto de n nimeros en progresiéon geométrica, p su suma y ¢ la suma de sus
reciprocos, demuestre que

()

Sea k, (k # 0), un ntumero dado. Encontrar los ntmeros a, b, ¢ sabiendo que a, b, ¢ estan
en progresion geométrica; a, b+ k, ¢ estdn en progresion aritmética y a4+ k, b+ k, c estan en
progresion geométrica.

Si el medio aritmético entre a y b es el doble que el medio geométrico entre a y b, demuestre

que
a_2+\/§ ) a_2—\/§

= o) - =

b 2-3 b 2+3
En una progresion geométrica de 5 términos, la razon es la cuarta parte del primer término

y la suma de los dos primeros términos es 24. Hallar tales términos.

Resp: 8, 16, 32, 64, 128 o bien -12, 36, -108, 324, -972.

La suma de los primeros cinco términos de una progresiéon geométrica es 422, y la suma de
los términos segundo al sexto es 633. Determine la progresion geométrica.
Resp: 32, 48, 72, 108 162.

Dividir el namero 221 en tres partes que formen una progresion geométrica de modo que
el tercer nimero sobrepase al primero 136.
Resp: 17, 51, 153.

Si a, b, ¢ estan en progresion geométrica y f(z) = e® en que f : R — R es una funcion.
Demuestre que f(a), f(b), f(c) también estan en progresién geométrica.

La suma de k numeros de una progresion geométrica de razoéon 2 es 1533 y el ultimo tér-
mino es 768. Determine los k£ ntimeros t luego calcule la suma de 10 primeros términos de la
progresion geométrica.

Resp: k=9, a; =3, S10 = 3069.

Si cada término de una progresion geométrica se resta del término siguiente, demuestre
que las diferencias sucesivas forman otra progresion geométrica con la misma razoén que la
primera progresion geométrica.

Sia; =0,a,=1, ..., ap, = %(an,l — ap—2); demuestre que

1 n—1
()
2

Demuestre que, si 2u; = a + b, 2us = b+ u1, 2us = uy + ue, ... entonces

i ()b ()

2
ay, = —
3



48. Si S es la suma de n nameros en progresion geométrica y S” es la suma de los reciprocos
de dichos niimeros, entonces S : S~ es el producto del primer ntimero por el ultimo.

49. Si Sy, S, ..., Sp son las sumas de las series geométricas de primeros términos 1, 2, ..., p

respectivamente y de razones %, %, o +1 respectivamente. Demuestre que

1
51+SQ+...+SPZ §p(p—‘r 1)



Capitulo 4

Expresiones algebraicas

4.1. Expresion numérica

Con ayuda de los nimeros, los signos de operaciones y del paréntesis se componen diferentes
expresiones numeéricas.

Definicibn 4.1 Valor numérico

Si en una expresion numérica se pueden realizar todas las operaciones indicadas en ella, el nimero
real, obtenido como resultado de las operaciones cumplidas, se denomina valor numérico de la
expresion numeérica dada.

En lugar de las expresiones numéricas resulta a menudo, mas comodo analizar las expresiones,
en las cuales en algunos lugares figuran letras en vez de nimeros. Toda expresion de esta indole se
denomina expresién matematica.

Definicibn 4.2 Expresion algebraica

La expresion matemdtica en la cual con los nimeros y las letras se realizan operaciones de adi-
cion, sustraccion, multiplicacion, division, elevacion a potencia natural y extraccion de una raiz
aritmética, recibe el nombre de expresion algebraica.

Definicibn 4.3 Expresion algebraica racional

Una expresion algebraica se llama ractonal, si participan en ella sélo las operaciones de adicion,
multiplicacion, sustraccion, division y elevacion a potencia natural. Una expresion racional se llama
entera respecto de la letra dada, si no contiene la operacion de division por la letra dada o por una
expresion en que figura esta letra.

La expresion racional fraccionaria respecto de una letra dada es una expresion racional que
contiene la operaciéon de divisién por cierta expresion en la que figura esta letra.

Definicibn 4.4 Expresion algebraica irracional
Una expresion algebraica se denomina irracional, si en ella se prevé la operacion de extraccion de
una raiz aritmética respecto de las letras que la integran.

Sean dadas dos expresiones algebraicas que se denotan con las letras A y B. Definamos para
ellas las operaciones aritméticas.

Definicibn 4.5 Suma de expresiones algebraicas
Adicionar dos expresiones algebraicas A y B significa escribir formalmente la expresion algebraica
A+ B, denominada suma de las expresiones A y B.



Ejemplo 4.1 Sean A=2a—-0by B =a—3b+c, entonces
A+B = (2a—b5b)+ (a—3b)
= 3a—4b+c.

Definicion 4.6 Producto de expresiones algebraicas

Multiplicar dos expresiones algebraicas A y B significa escribir formalmente la expresion algebraica
AB denominada producto de las expresiones A y B.

Ejemplo 4.2 Dadas A=5a—3b y B= —3a+ 2b— bc, entonces
AB = (5a —3b)(—3a+ 2b— 5¢)
= —15a® + 10ab — 25ac + 9ab — 6b* + 15bc
—15a® + 19ab — 25ac + 15bc — 6b°.
Si hay necesidad de adicionar varias expresiones algebraicas, se suman primeramente las dos
primeras expresiones y luego a la suma obtenida se le adiciona la tercera expresion, etc. De modo
analogo se define también el producto de varias expresiones algebraicas. Si en un producto una

misma expresion algebraica A interviene como factor n veces (n > 1, n € N), se escribe A™ en
lugar del producto A-A-...- A,
—_—

n veces

Definicion 4.7 Diferencia de expresiones algebraicas

Sustraer de una expresion algebraica A otra expresion algebraica B significa escribir formalmente
la expresion algebraica A — B, llamada diferencia de las expresiones A y B.

Ejemplo 4.3 Sean A=9a+4b+c y B =5a+ 3b— c+ d, entonces
A-—B = (9a+4b+c)— (ba+3b—c+d)
= 4da+b+2c—d.
Definicion 4.8 Division de expresiones algebraicas

Dividir una expresion algebraica A por otra expresion algebraica B significa escribir formalmente la
expresion algebraica A+ B, denominada cociente de la division de la expresion A por la expresion

B.

Ejemplo 4.4 Sean A=a—2b+cy B =2a—b—2c—d, entonces
A a—2b+c
B 2a-b-2c-d

Ejemplo 4.5  Simplifique la expresion:

Solucién



Ejemplo 4.6

Simplifique la expresion:

3a=3b8 ,—0 1
\/a 21 .44a_10b6' 3

Solucién

2 K .
azb2 a”2b3
1 3
308b2 440 a2
A = T 2 10 3
aza3 a a
7
3bz [ 4b3
= 25 17
a’e a2
1 1
17 = 2
[31)2 <4b3)4]
= PER 17
a’ a2
1,17 3 1
32b1 <4b )8
= PR 1T
a’ az
33b % 45hs
= 25 i7
a 6 al
1 1 37
3221bs
= 151
a 48

La sustituciéon de una expresion analitica por otra idénticamente igual a ella en cierto conjunto,
lleva el nombre de transformacion idéntica en este conjunto de la expresion dada.

Al realizar transformaciones idénticas de una expresion es posible la variaciéon de su dominio.

La variacién del dominio de la expresiéon es también posible como resultado de ciertas otras
transformaciones, por lo que, después de efectuar la transformacion de la expresion dada, siempre
hay que saber responder a la pregunta en qué conjunto ella es idéntica a la obtenida.

Una expresion algebraica lleva el nombre de racional si ella sélo contiene operaciones de sumar,
multiplicar, restar, dividir y elevacién a una potencia entera.

4.2.

1.

2.

Tarea
Simplifique la expresion:
1 2 1 > (z-3)2+12z
a) 5 +— + — : ;
2 4+3x+2 x2?4+4rx+3 2245r+6 2
22 2 52
b) +— + .
r—y)z—2) (W—2y-z) (-2)(z-y)
Demuestre que si x + y + z = 0, entonces 3+ y3 +23 = 3xyz.



3.

4.

Demuestre que si x +y + z = 0, donde = # 0, y # 0, z # 0, entonces

x — -2z z—zx z x
( AN Ani e )( + + >=9.
z x Y xT—y Yy—z z—&x
Simplifique las expresiones racionales:
a) 5x2—x—4' d) x4—x2—12' ) x4+x2y2—|—y4.
-1 x4 + 822 + 15’ & 26—yt 7
b) a2t +a?+1 o) 20t + 722 + 6 L 2x% + 2y — y?
A tarl 31 £ 322 6 ) —r,
0) a4+ a? -2 £) 5zt + 522 — 32y — 3y 24— 102% + 169
26 +8 7 x4 322 + 2 > ) 22 + 62 + 13
5x + 4 zt 41 22 -1 22 —4
R : . b . . d .
esp:  a) 22 4+x4+1’ ) x4+1’ ©) 22 — 223 + 4’ ) 2245’
2x% +3 522 — 3y 1
e) 5= 0 —5——5 8 T3
3z2 -3 2 +2 2 —y
Simplifique las expresiones racionales:
1 1 2z 423 87
a) - - - - ;
-2z 14z 1+22 1+2¢% 1428
SN S S S A S (I
l—z 14z 1422 142 1428 1426
) 1 n 1 + 1 L 1 n 1
C 5
zz+1) (z4+D(x+2) (z+2)(xz+3) (x+3)(x+4) (z+4)(z+5)
d) z 2> +z—1 n 22 —z—1 223 )
22—-1 a3—a?24+2-1 B+a2+z+1 2401
() G5 -G5) 5 )
e x —y |- —x;
T +y r—y Y T+y Y r—y
1 1
PR E R I et
1 1 2yz
x Yy+=z
) 1 n 1 n 1
g ;
(z-y)lz—2) (y-—2)y—2) (z-2z)(z-y)
h) T+y Y+ z zZ+x )
y—2)z—2) (-2)(z—y) (@-y)y—2)
. x—z x3 — 23 z T+z\  z2(1+2) -
i) 12 ¥ 1z 422 a2y —y2? 1+m—z_ z N Yz ’
T n 1 T 1
i) 8y3  4y? y3  4y? 1 1

22420y + 22 a2 —2xy+ 22 4222 + 212)

RSt TR et et N o B [ o]
z+y y+z 2tz (@+yly+e)(z+a)
a:3y—xy3—|—y32—yz3+z3x—zx3

D) 2 2.2 2, .2 2
Ty — XY + Yz —Yyz© + z2°r — 2x
(x2—y2)3+(y2—22)3+(22—x2)3

m) ;

(r—y)P+y—2>+ (-2

n) y—z Z—T r—y )

(—y)z-2) -2)y—-2) (E-2)(z-y)

T -2



o Pz o) P a)y)

(w—y)(ai&xlzs) (y—Z)g(;/—x) (Zgw)(z—y) i
Resp: a) PR b) T 52 c) @ +5)’ d) pURREE e) 2
D CEEE g 0w 0 ) s ) e B0 ) ety
m) @y n) otk o)

6. Demuestre que si z, y, z € R, de la igualdad
@—y*+ -2 +(-20)=(@+y—-22)"+y+z-20)+ (2 + 2 - 2)*

se deduce que a = b = c.
7.  Demuestre que con z € R, (z — 1)(z — 3)(x — 4)(z — 6) + 10 es un namero positivo.
8. Encuentre el menor valor de la expresion (z — 1)(z — 3)(x — 4)(z — 6) + 10.
9. Demuestre que six +y+ 2z =0,

xd s+ 28 _w3+y3+z3.x2+y2+z2
5 3 2 '

10.  Demuestre que si z +y+ 2z =0,

x7+y7+27_:c5+y5+z5_:c2+y2+22

7 B 5 2
.a b ¢ x Yy oz
11.  Demuestre que si —+ —+ - =1y — 4+ = 4+ — = 0, entonces
r y =z a b ¢
a? b2

12.  Demuestre que si T 4 + =0, donde x # y, © # z, y # z, entonces
y—z )

T y z

-2 G2 @

13.  Demuestre que si z + y + z = 0, entonces

(w3+y3+z3)(m4+y4+z4)

P(y? 427 + 0@+ 27) + 20y 4 a%) = 5

14.  Simplifique la expresion:

) (\/&_\ﬁ+b><ﬁ Vb 2\F>

Vva+vb Va+vbh  a— b



a+2+\/a274+a+27\/a274_
a+2-va2-4 a+2++a2 -4

a”t+ bt +2(Va+ Vb)) <\f \1[>
ab — avab
a—|—\/(%

(VA (Vv
2b\/a 2av/b
a+ab o b+ab\
2ab * 2ab

1 20 2
abV'8a3b + fabv 18ab? — a21/ = — b/ —a;

1
£) Ef+ “b2+c> (bf+b\/m>

b)

)

d)

)

VR Te

1,1 _5 _2
azbz c 2 a 6c 3 )
) *(a—;b—;' b )
2 2 Y 2\~ 3 2
h) [(aSbl) -(a2b*1)2.(b§) } ;

+
. 3 3
5 <\/1+a 1_a>+(\/1a2 i
K ( a—4b a—9b > b=z
a+vab—6b a+6vab+ 9 ’
a-+ Va2 —b? Va? 4a a27b2.
( Va2 — b2 a—&—@) b? 7

) at —a"sb
f<a§+aéb; Aot )
2

4.3. Potencia con exponente entero

Anteriormente se defini6 la operacion de elevacion a potencia con exponente natural de cualquier
nimero real. En esta seccion se dan las definiciones de elevaciéon de un niimero a potencia nula y
a potencia con exponente negativo.

Definicion 4.9 Potencia con exponente natural
Sean a un numero real cualquiera y n, cualquier nimero natural. Entonces, se denomina potencia
del nimero a con exponente natural n, un numero que se escribe en la forma a™ y que se determina



comoa® =ga-a-..-a, sin>2ya”=a, sin=1. 5 a es un numero cualquiera real distinto de
—_————
n veces
cero. Se denomina potencia nula de este nimero la unidad, es decir a® =1 para cualquier nimero
real a distinto de cero.

La potencia nula del nimero cero no esté definida y el sitmbolo 0° se considera sin sentido.

Definicibn 4.10 Potencia con exponente negativo

Sea a un nimero real cualquiera distinto de cero y n, cualquier nimero natural. Se llama potencia
del niumero a con exponente negativo, el nimero a™" = ﬁ para cualquier nimero real a, distinto
de cero, y para todo numero entero negativo.

La potencia entera negativa del nimero cero no esta definida y el simbolo 0~ se considera sin
sentido.

Asi pues, la potencia natural se determina para cualquier niimero real, mientras que la potencia
nula y entera negativa se definen s6lo para cualquier nimero real, distinto de cero.

Si a es un namero real cualquiera distinto de cero, entonces se puede enunciar la definicion de
potencia con exponente entero, la cual representa la reunién de las definiciones anteriores.

Definicibn 4.11 Potencia con exponente entero

Sea a un nudmero real cualquiera distinto de cero y k, cualquier nimero entem entonces, por

nimero a¥ se entiende aquel nimero que se determina como o =a, sik=1;d*=a-a-...-a, si
k veces

k es un numero natural > 2; afF =1, si k = 0; a® = a%, si k es un numero entero negativo. En

este caso el nimero a® se denomina potencia con exponente entero, el nimero a es la base de la

potencia, el numero k, el exponente de la potencia.

La potencia par de un nimero positivo o negativo es un ntimero positivo; la potencia impar de
un namero positivo es un nimero positivo, la potencia impar de un nimero negativo es un ntimero
negativo.

Sean a y b cualesquiera nimeros reales distintos de cero, y sean n y m cualesquiera niimeros
enteros, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

Teorema 4.1  Sean a y b cualesquiera nimeros reales distintos de cero, y sea k cualquier nimero
entero, entonces:

(ab)* = a*b*.
Demostracion

La validez de esta propiedad para k natural (k = n, n € N) se deduce de las leyes principales de
adicion y multiplicacién de nimeros reales:

(ab)" = (ab)"
= (ab) - (ab) - ...- (ab)
n veces
= a-a .. ab-b-..-b
— Y——
n veces n veces
= dv*.



Sea k =0,

(I
—_ =
—

|
)

es decir,
(ab)* = a*b*.

Supongamos que k = —m, y m es un numero natural. Por definicion de potencia con exponente
negativo

(ab)"

I
—~

ab)™™
1

(ab)™
1

ambm

1 1

a™m™ a™
— a—Mb—m
= d*”.

Teorema 4.2  Sean a y b cualesquiera niumeros reales distintos de cero, y sea k cualquier nimero

entero, entonces:
k

@5

Teorema 4.3  Sean a y b cualesquiera nimeros reales distintos de cero, y sean k y r cualesquiera
numeros enteros, entonces:

Demostraciéon
Con el fin de demostrar esta propiedad, examinemos cada uno de los seis casos posibles:

Caso 1. k = n, r = m: cuando k = n, r = m, la validez de esta propiedad, se desprende de las leyes
principales de adicién y multiplicacién de los niimeros reales:

akar — q"a™
= (a-a a) - (a-a a)
n veces m veces
= a-a-..-qa
————
n+m Veces
— an+m
_ ak—i—r.
Caso 2. k =n,r = —m: sea k = n, r = —m, donde n y m son ntimeros naturales; entonces, por
definicién de potencia con exponente entero negativo, tenemos
1
akar - q".
am



Supongamos que n > m, entonces

a —
= aa ™
a™
a ™
_ an+(7m)
k+r

_ an—i—(—m)
aktr,

Sea n < m, entonces,
a” 1
1
a’”L a/'ﬂlF
1

a™m™a™"
1

am—n

e )
a—m+n

an+(—m)

= okt
Caso 3. k = —n, r = m: supongamos que k = —n, r = m, donde n y m son numeros naturales.

Este caso es analogo al caso en que k =n, r = —m.
Caso 4. k=—n,r=—m, n, m € N: sea k = —n, r = —m, donde n y m son nimeros naturales,
entonces,
aa” = a"a™™
1 1
an ' a™
1

am+n

_ g (nm)

afnfm

— gmH(=m)

= "

Caso 5. k € Z, r = 0: sea k un nimero entero cualquiera y sea r = 0, entonces,

k~1
k

aka”

Q 2 & 9

k+0

k+r



Caso 6. k =0, r € Z: supongamos que k = 0 y r es un nimero entero cualquiera, entonces,

akar _

Teorema 4.4  Sean a y b cualesquiera nimeros reales distintos de cero, y sean k y r cualesquiera
numeros enteros, entonces:

Demostracion

Para demostrar esta propiedad con k y r naturales (k = n, r = m, n € N, m € N), examinemos
tres casos:

Caso 1. Sin > m, entonces n =m + s, donde s € N:

a¥:a” = a":a™
an
(a-a-a-...-a)(a-a-a-..-a)
_ m_Vveces s veces
(a-a-a-..-a)
P ——
m veces
- a°
— n—m
_ akfr
Caso 2. Sin = m, entonces
a*:am = a":a™
an
= a'm.
(a-a-a-..-a)
[ —
_ m_veces
(a-a-a-..-a)
m veces
= 1.
Por definicién, a® = 1. Por lo tanto,
a*:a” = a":a™
= aO
— an—m
akfr



Caso 3. Sim > n, entonces m = n +t, donde t € N:

ak R
an
= %
(a-a-a-..-a)
_ n_veces
(a-a-a-..-a)(a-a-a-..-a)
n veces t veces
_ 1
- (ara-a-..-a)
—
t veces
= a,_t
)
— an*m
akfr

Cabe senalar que en este caso n — m no es un numero natural.

Teorema 4.5  Sea a cualquier numero real distinto de cero, y sean k y r cualesquiera nimeros
enteros, entonces:

(ak)r _ ak‘r.
Demostracion
Con el objeto de demostrar esta propiedad, examinemos los seis casos posibles: Caso 1. Supong-
amos que k =n, r = m, donde n y m son nimeros naturales:

(ak)r _ (an)m

n veces n veces

m veces
= a-a-a-..-q
~—_———
nm VECES
— anm
— akr'
Caso 2. Supongamos que k = n, r = —m, donde n y m son ntmeros naturales. Entonces:

(ak)r _ (an>—m

b

(am)™
1

anm

q~"m
_ an(fm)

akr.



Caso 3. Supongamos que k = n, r = —m, donde n y m son numeros naturales. La validez de esta
propiedad se demuestra igual que en el caso de k =n, r = —m.
Caso 4. Supongamos que k = —n, r = —m, donde n y m son nimeros naturales. Entonces:

(ak)r — (a—n)—m

_

(afn)m
1

1

anm

L1

° anm

anm

o= (=m)

= o

Caso 5. Supongamos que k£ es un nimero entero cualquiera y r = 0, entonces:

(ak)r — (ak)O

Il
2 8 8

Caso 6. Supongamos que k£ = 0 y r es un nimero entero cualquiera, entonces:

(ak)r — (aO)r

|
-
3

1
= a
a
a

Por consiguiente, la propiedad queda demostrada.

Ejemplo 4.7  Simplifiqgue la expresion:

1\ ® 1\ 2
10 1 12 1
[27 5(9) 3 +(2)



Solucién

Ejemplo 4.8

Solucién

Ejemplo 4.9

Solucién

A = (279 —5.9%312 +22.3193%) : (41.3%)
= (3% —5.3"%42%.3%") = (41-3%)

330 —5. 328 + 22324

41324
3% (36 — 5.3 4 22)

41324
36 —5.3% 422

41
729 — 405 + 4

41

328
41
= 8.

Simplifique la expresion:

(=2)- (=3)1" = (=3)!°
9715

9.317 _ 316
9715

(2-3-1)31¢
(6 —1)3'6
316 .5
35 5
= 3.

Simplifique la expresion:

8(42)43327% 4+ 90 - 6347(32)2
24(6%)%(21)2 + 144(23)%(9%)242°




23(21)133(33)2 1 325 . 2. 3323(22)734
3. 23(3222)428 + 3224212(34)224
232163336 + 325 .9 332321434
3. 23382828 | 32942123824
21937 + 395 218
21939 | 310920

o 21839(245)
o 21939(14-3.2)
7
14
1
= 3
Ejemplo 4.10  Calcule el volumen V de un cubo de arista % metros.
Solucion
El volumen V de un cubo de arista a es V = a®. Tenemos que a = % m, por lo tanto, el volumen
del cubo es
vV = d
3 3
- i)
27 4
=mm

Ejemplo 4.11  Escriba con una ecuacion La tercera ley de Kepler que enuncia: El cuadrado
del periodo de revolucion de un planeta alrededor del Sol es proporcional al cubo del semieje mayor
de la orbita del planeta.

Solucién

Si T es el periodo y a el semieje mayor, entonces

T? = ka®
donde k es una constante de proporcionalidad.

Ejemplo 4.12  La velocidad de luz es v = 2,99 -10° %. Calcule la distancia recorrida por la
luz en un dia y exprésela en notacion cientifica.

Solucién

En un dia hay 24 horas, en una hora 60 minutos y en un minuto 60 segundos. Por lo tanto, en un
dia hay t = (24)(60)(60) = 86400 segundos, es decir, t = 8,6400 - 10* segundos.

La distancia d se calcula con la formula d = vt. En este ejercicio,

d= (2, 99 - 1010Cm> (8,64 - 10*seg)
seg

con lo que,

d = 25,8336-10"cm
2,58336 - 10'°cm.



Ejemplo 4.13  El mimero de Avogadro 6,022 - 1023, es el nimero de moléculas contenidas en
un mol. Si un mol de HyO tiene 18 gr, calcule la masa de una molécula de agua.

Solucién

La masa de una molécula de agua es

18
—_—— o1
6,022-10% ©
18
_ . 10-23
6oz 0T

= 2,989-10723 gr.

4.4. Tarea

1.  Simplifique las expresiones:
b-1 1yt 3-2 3o
a) T —{3) “T iz sy
8 (—g) 2 (_2 )
0,4(3 1) +01,2 (

b)

— [2(=0,1) + (1= 0,5)*] = 0,1;

0 ()= 6)] <o ()]
8- (42)" 8272 4 0067 47 (33)°
g) 24 (62)4 . (24)2 4144 - (23)4 . (92)2 42

a) [(1076) 745025028 (29)7 - 519 (42)7] + [(57%) T (4) T 10°]:
b) [9(3) 718 = (273 (H) - 677 (H) 7 (D) 4T ()5
) (3-8 (H-FCD+ D=6+ ()
(¢3+1) + [( _2) ] —(-2)72+ 3
)

3. Simplifique las expresiones:

2) 0,22-1,5+40,1-0,4—0,2 1-0,5
(1-0,6)-0,02 ’ 0,125 ,




c) {_0’8 (0,5—W>]2~(—0,3)Q; f) - +(0’5_1)2+5~(—0,1);

—0,8+1 2 (0,9—1)2 0,5
1-0,5)2+0,2 3
Q) (1-0,5)2=0, 5+0,75'0’3; 3 2
0,5-(1—0,25) (0,5-0,1—1,55)
(0,5—0,6) = 0,1 g) 0,75 — 1
e) ; )
(0,5—1)2

4.5. Potencia con exponente racional

Definicibn 4.12 Raiz aritmética de n-ésimo grado
Sea n un nudmero natural y a, un numero positivo. Entonces el nimero positivo b tal, que b"™ = a
lleva el nombre de raiz aritmética de n-ésimo grado del nimero a y se designa b = {/a.

De esta definicion resulta valida la siguiente afirmacion:

a €es un nimero positivo

n n es un namero natural
Va =

{/a es un nimero positivo
(a)" = a.

Para todo ntiimero positivo a existe una, y solo una, raiz aritmética de n-ésimo grado.

A continuacion damos a conocer la definiciéon de elevacion de un nimero entero a una potencia
con exponente racional aprovechando con este fin la definiciéon de elevacion a potencia entera y la
definicién de raiz aritmética de un niimero positivo.

Definicion 4.13 r-ésima potencia

)

Sea a un numero positivo y r g un numero racional, con la particularidad de que q es un nimero

natural mayor que cero. El nimero positivo b tal, que b = /a4 lleva el nombre de r-ésima potencia
3 2
del numero a y se denota b =a", es decir a1 = v/aP.

Supongamos que a y b son cualesquiera ntimeros positivos y k, t, cualesquiera niimeros racionales.
Resultan validas las siguientes propiedades, llamadas propiedades de las potencias con exponentes
racionales.

Teorema 4.6 Al elevar a potencia un producto, se puede elevar a esa potencia cada uno de los
factores y multiplicar los resultados obtenidos:

(ab)k = a*b*.

Demostracion
Sea k = % donde ¢ es un niimero natural, entonces:

()" = (W)



Asi pues, ((ab)F)? = (a¥b*)?, esta igualdad es equivalente a la igualdad (ab)* = a*b*.

Teorema 4.7  Si se eleva a potencia una fraccion, se pueden elevar a esta potencia el numerador
y el denominador de la fraccion por separado y dividir el primer resultado por el seqgundo:
k

() -5

Teorema 4.8 Al multiplicar potencias de bases iguales se suman los exponentes:

Demostracion

Supongamos que k = %’, t = . Entonces a®

P m
at = asa™ . Por tanto

Asi pues, tomando en consideracion que

pn+mq
ng

=kt
k+t.

tenemos (aFat)?” = (a¥*)9" esta igualdad es equivalente a la igualdad a*a’ = a

Teorema 4.9 Al dividir potencias de bases iguales se restan los exponentes:

Teorema 4.10  Si se eleva a potencia una potencia, los exponentes se multiplican:
(ak)t _ akt

Demostracion



m

Supongamos que k = %, t =", entonces (a*)’ = (ag) " . Por tanto

((az)’ﬁ*)"q _

Asi pues, ((a*)t)™ = (a*¥*)", la validez de esta igualdad predetermina la validez del teorema.

Teorema 4.11  Supongamos que a es un niumero positivo, k = % un numero racitonal, mientras
que q¢ y n son numeros naturales. En este caso

Demostracion
Por tanto

Qg

(()")
- (for)’

= (@)

al”

qn
- ()
pn\ 4T
(«%)

qn n\ 41
Asi pues, (ag) = (a%) , de donde precisamente proviene la validez de esta propiedad.

~~
Q
Qg
N—
=)
3
Il

Para las raices aritméticas, las propiedades demostradas anteriormente se expresan de la sigu-
iente manera:
1) Al extraer la raiz de un producto se puede extraer la raiz de igual exponente de cada factor y
multiplicar los resultados obtenidos, es decir

Vab = vaih



2) Para extraer la raiz de una fraccion, se puede extraer la raiz, de igual exponente, del numerador
y denominador por separado y dividir el primer resultado para el segundo, es decir

b b

3) a 7\"[ nm/ gt
)
g Vo e =
) =
5) Al elevar a potencia una raiz se puede elevar a esa potencia el ntmero subradical sin variar
el indice de la raiz. Ademaés al extraer la raiz de una potencia se puede dividir el exponente del
radicando por el indice de la raiz, si esa divisién se cumple enteramente, es decir

(%)Tn _ W — a%

6) Al extraer la raiz de una rafz se puede extraer la raiz de grado igual al producto de los indices
de las dos raices, permaneciendo el resultado sin variacion, es decir

m % — "’%
7) El indice de la raiz y el exponente del radicando se pueden dividir por su factor comun, es

decir
"am = {/a

Se denomina radical doble, a una expresion de la forma

VA+VB

Todo radical doble se puede descomponer en la suma o diferencia de dos radicales simples. En

general:
VAEVB=Vz+y

{¢A+ =va+yy (D)
Vv =Vz—yy (D

Para calcular x y y, procedemos de la siguiente manera:

De donde se deduce que

1) Sumando (I) + (II):

2\/§=\/A+\/§+\/A—x/§

Elevando al cuadrado:

4x:A+\/§+2\/A+\/§\/A—\/§+A—\/§

_24+2/A2-B A+A2-B
n 4 a 2

haciendo C' = v/ A% — B, entonces
_A+C

2




2) Restando (I) - (II):

2@:\/A+¢E—\/A—\/§

Elevando al cuadrado:

4y:A+\/§—2\/A+\/§\/A—\/§+A—\/§

y_2A—2\/A2—B_A—\/A2—B
o 4 - 2

haciendo C' = v/A2 — B, entonces
A-C
2
Sustituyendo los valores de z y y en (I) y (II):

— A+C A-C
VA+ VB =/ HC +,/45°
_ lA+cC A—C
VA+VB =,/45C 4, /43¢
Es decir que, para transformar raices dobles, en raices simples, A2 — B debe ser un ntmero

cuadrado perfecto.cg
Un radical de la forma

xr =

VA+VB+VC+ VD

se puede descomponer en radicales simples de la siguiente manera:
Sea

VAYVB VG VD = Vit Vit Ve

el objetivo es calcular z, y y z en funci’on de los valores conocidos A, B, C' y D. Se procede
elevando al cuadrado la expresiéon

(W‘*@+@+@)2=<ﬁ+mﬁ>2

A+VB+VO+VD =x+4y+2+27y + 2z + 25z

identificando los términos racionales e irracionales, tenemos:

que es un sistema de cuatro ecuaciones con tres incégnitas. Resolviendo en el sistema conformado
por las ecuaciones (2), (3) y (4) se obtiene z, y y z. La ecuacion (1) es la ecuacion de comprobacion
de los valores obtenidos.

Un radical de la forma

VA+VB-vC VD



en este caso, los radicales simples deben llevar algin signo negativo:
Sea

VAL VB -V VD =i+t i—z

Elevamos al cuadrado la expresion

(\/A+\/§—\FC—\/5>2=(W?+\/§—\@)2

A+VB-VC - VD =z +y+2z+2yzy— 2Vzz2 — 2/yZ
identificando los términos racionales e irracionales, tenemos:
z+y+z=A4 (1)
2yzy=VB (2
2/zz=vC  (3)
2/2=vD (4

que es un sistema de cuatro ecuaciones con tres incégnitas. Resolviendo en el sistema conformado
por las ecuaciones (2), (3) y (4) se obtiene z, y y z. La ecuacion (1) es la ecuacion de comprobacion
de los valores obtenidos.

El radical de la forma

VVA+VB

se puede descomponer en radicales simples, de la siguiente manera:

1) v A+ VB:

Haciendo

VA+VB=z+y
<\3/A+\/§>3:(x—|—\/§)3

A+VB = 2 +322/y+3z(vy) + (V)
= 2+ 3zy+ 322y +y Y

igualando las partes racionales e irracionales

A =23+ 3zy (1)
VB =322y +yyy (2)

elevando al cubo

Restando (1) - (2) y ordenando

A-VB = 2 +32° 5 +32(vy) - (Vi)'
= @—vy’

extrayendo la raiz ctubica queda demostrado que

VA+VB=1+y



donde, conocidos los valores de A y B se debe calcular x e y en funciéon de los anteriores.

2) vV A—-VB:
Como
VA+VB=az+5 (1)
VA-VB=z-y (2)
Multiplicando (1) y (2)

V(A+VBY(A-VB) = @+ vi) (& — Vi)
VA2 —B=2a%—y
haciendo C = /A2 — B se tendra
C=2>—y = y=2"-C  (3)

De (1) se sabe que

sustituyendo el valor de y
A=a%+32(2® - C) = 42% — 32C (4)

de donde por tanteos, se encuentra el valor de x que sustituyendo en (3) da el valor de y.

Ejemplo 4.14  Simplifique la expresion:
Solucién

2 3
3\/;— 2\/?* V6 + V/150.
Simplificamos la expresion:

2
A = \/32-3—1/22-;4-\/6—1-\/25-6

= V6—-V6+V6+5V6
61/6.

Ejemplo 4.15  Simplifique la expresion:

2\/5¢4§+ 3\/40\5 - 2\/15\/ﬁ

Solucién
Simplificamos la expresion:

A = 2\/20\/§+6\/10\/ﬁ—2\/45\/§
= 4\/5\/§+6\/20\/§—6\/5\/§
= 4 5\/§+12\/ﬁ76m
= 10@.




Ejemplo 4.16  Simplifique la expresion:

/ /1
15\/1,04—2 5%4—6 1—8—5\/0,02—1—\/300.

Solucién
Simplificamos la expresion:

26 3 [50 1 1
A = 15/ = -4/ = 46y/——5y/—=+V
5,/25 5\/9+6 5%\ 5+ V300
1 3 5 1 /1 1 /1
= 15~5\/26—5~3\/§+6-3\/;—5~5\/;+10\/§
1 1
= 3\/26—\/§+2\/;—\/;+10\/§

. 3@-ﬁ+ﬁ-§ﬂ+1o¢§
= 3\/%—%\/%10\/3.

Ejemplo 4.17  Simplifique la expresion:

.1 1§/§ S
{/—= +3= /= +5V144.
304/ 15 + 33 3+5

Solucién
Simplificamos la expresion:

s 1 32 3
A = 30,/+7\[+5\/23~18
= 30,/ \[Hof
1

—+10f

g T

60+ 7v/8+20V/216
= i

60+ 7V2% +20V/63
- 35
60+ 14+120

- —vm
o7

12

Ejemplo 4.18  Simplifique la expresion:

(298 ] it (b )] [l ) ]

Solucién



Simplificamos la expresion:

A = (22?2>:
46

1 1 ].
= 26 .32 2% 3%}
— 9%.33.9% .33
= 923.3
24.

Ejemplo 4.19  Simplifique la expresion:

Solucién
Simplificamos la expresion:

&l -

—
w

Nl

') =
wl

w

IS

o |~
alo
—
7N\

|
/N /T /N
w | W
vl mle
NI )
wi=| olo
N——— ..
i PN i
[\
BN
—
w
[\
N——
P
N—— o0
o

3%t 1\*
3225 ) T \3%9f
2
= <3% .2%)7 331 .90
— 371.97.371 .91
— 3%.9%.

Ejemplo 4.20  Simplifique la expresion:

{35821 [16: (277157%) ] (253 :2%)}%

Solucién



Simplificamos la expresion:

w
vl

ot
ol

[N}
o

A:

1
1 2533\ |’
{16: 5} 532
27-53 21
57 (52-32
{16-27-5s}< 12>}
21

il

I
/N /Y /T
w
[V
ot
[N
[\
PN

3553521 .16 27 535232
) XL
3% .51 .92%.2% .32 .55 .52 .31
— -
— 3%2.5.2
= 35.30.

A continuacion estudiaremos las propiedades principales del tipo de desigualdades para la po-
tencia con exponente racional:

Teorema 4.12  Supongamos que a > 1 y r = % es numero racional positivo p > 0, ¢ > 0.
Entonces, a” > 1.
Demostracion

p\ 4 q
(«f) = (v) =
Las condiciones a > 1 y a? > 17 son equivalentes, quiere decir, de la condicién a > 1 se desprende

p\4 . . .
que a? > 1, mas, en este caso, (aq) > 19, es decir, (a")? > 19, de lo cual, segin la misma

propiedad, resulta que a” > 1.

Teorema 4.13 Sea 0 <a <k, yr = l{; un nudmero racional positivo p > 0, ¢ > 0. Entonces,
a" < 1.

Teorema 4.14  Supongamos que a > 1 y k, t son numeros racionales tales que k > t. Entonces,
k t
a® > a'.

Demostracion
Por cuanto k — t es un ntimero racional positivo, entonces conforma a la propiedad 1, a*t > 1.
Al multlphcar esta desigualdad por el niimero positivo a?, obtenemos a*(a*~*) > a*. De aqui que

a® > at, es decir esta propiedad queda demostrada.

Teorema 4.15  Supongamos que 0 < a < 1, y sean k y t niumeros racionales tales, que k > t.
Entonces, a* < at.

La operacién inversa a la potenciaciéon se denomina radicaciéon; mediante esta operacion, si
estan dados la potencia y su exponente, se busca la base de la potencia. La operacion de radicacion
o extraccion de raiz, se fija con el signo Vi ademaés, sobre este signo se escribe el indice de la raiz
y s6lo en el caso de la raiz cuadrada el indice de raiz.

Extraer la raiz n-ésima del namero « significa hallar un ntmero z tal, que después de elevar a
la potencia n obtenemos el mismo namero a, es decir /a = x, si 2™ = a.



Ejemplo 4.21 Demuestre que V2 es irracional.

Solucién

Siz € Ry x? = 2, entonces x no es racional. La propiedad de ser irracional es un tipo de propiedad
negativa y no es facil de verificar directamente. Sin embargo, podemos demostrar que x racional
junto con 22 = 2 conduce a una contradiccién. Demostremos que v/2 es irracional por contradiccion.
Supongamos que z € R, 2 = 2 vy x es racional. Por definicién de ntimero racional tenemos que

x == donde p,q € Z y q # 0. Reduciendo la fracciéon cuanto sea necesario podemos suponer que p
q

y ¢ no tienen factores comunes. En particular p y ¢ no pueden ser ambos pares. Como 2 = 22 = p—Q

q

tenemos p? = 2¢2 y por lo tanto p? es par. Esto implica que p es par. Entonces p = 2k para algin

k € Z. Luego (2k)? = 2¢? y por lo tanto ¢> = 2k?. Asi ¢® y ¢ son también pares. Pero entonces p y

¢ son ambos pares contradiciendo lo que inicialmente se establecié. Por lo tanto v/2 es irracional.

Ejemplo 4.22 Demuestre que \/§ + \/§ es un numero irracional.

Solucion

Suponga que V3++v2€ Q, entonces V3+4v2= f 75 8 el cociente de dos ntimeros racionales,
de donde el namero /2 = (f'H[);(f_f) € Q, lo que contradice la naturaleza irracional de V2.
Por lo tanto, la suposicién es falsa y el nimero /3 + /2 es irracional.

Ejemplo 4.23  Demuéstrese que para cualesquiera numeros positivos a y b se verifica la de-
sigualdad

uJ\l\)

a’ +b3 > (a+b)5.

Solucién
Denotemos a+b con ¢y examinemos las fracciones ¢ y %. Por cuanto %—i—% =1, entonces 0 < & < 1,

0<%<1.Deaquique
3 b\ ?
(9)3<17 () <1,
c c

es decir

Por consiguiente

S
/~
ole
—

Wl
<
[ R=
VAN
7 N
QS
N———

wll

c

De acuerdo con la propiedad de las desigualdades numeéricas se verifica también la desigualdad

(a)3+<b)§>a+b
C C C C

de donde, teniendo en cuenta que ¢ + % = 1, llegamos a que se verifica la desigualdad

()4 (i)g .

Teniendo en cuenta que ¢ es un nimero positivo y multiplicando esta desigualdad por ¢2/3, con-
cluimos que se verifica la desigualdad



La raiz de indice par de un ntimero positivo tiene dos valores reales inversas. La raiz de indice
impar tiene el mismo signo que el nimero subradical. La raiz de indice par de un niimero negativo
no es un namero real. Tales raices se denominan nimeros imaginarios.

Definicion 4.14  Valor aritmético de la raiz
El valor no negativo de la raiz de indice par de un nimero no negativo se denomina valor aritmético
de la ratz.

Cuando hay que calcular aproximadamente la magnitud numérica de una fraccion, que contiene
en el denominador un radical, frecuentemente se hace necesario dividir por un niimero de muchas
cifras, lo que es incoémodo. Sin embargo, la fraccion dada se puede transformar de manera que el
denominador se convierta en un ntimero racional. Esta transformacion se denomina, racionalizacion
de denominadores.

Definicion 4.15 Radicales semejantes
Dos o varios radicales se denominan semejantes, si se diferencian sélo por los coeficientes, pero
tienen idénticas expresiones subradicales e iguales indices del radical o no difieren en nada.

Frecuentemente los radicales aparentan ser no semejantes; sin embargo, después de reducirlos a
la forma elemental se puede descubrir su semejanza. Los radicales semejantes se reducen del mismo
modo que los monomios racionales semejantes.

Al sumar o restar radicales se relacionan entre si con el signo més o menos y se reducen a
radicales semejantes, si éstos existen.

Al multiplicar y dividir polinomios irracionales se utilizan las mismas reglas que al multiplicar
y dividir polinomios racionales.
Ejemplo 4.24  Simplifique la expresion:
9 n 22 1
5—V7 T+VE VT+VE

Solucion
4 9(5+V7) N 22(7-+5) VT -5
BV (VT (THVE) (T-VE) (VT VB) (VT - V5)
9B+ VT)  22(T-V5) VT-6
= To-7 T a9-5  7-5
90+ VT)  22(7-V6)  VT-5
- 18 + 44 2
54+V7T T-V5 VT—5
- T Tt T
_ S VTHT VB VT4 VS
= 6. ?
4.6. Tarea

1.  Simplifique la expresion:

a) \18(41—v17)*  b) /54(2-v3)% o {as2-vD)  a) {2(vii-3)".



Simplifique la expresion:

a) 2v/5V48+3v/40v/12—2V/15v27; b) 20,125+ ¢0,0016; c) +/0,0001— /0, 00032.

. Simplifique la expresion:
a) ./ 5\/27 - 0,1v/75 +2\/§; b)  30¢/% +31¢/2+ 5144
c) —-2v1 ) 342

. Simplifique la expresion:

a) 2 (V252 - VIT5) — (VIT2 - V63 — V2S);
b) V12 —2v/27 — 348 + 2V/75 + 3V/108;
c) V176 — 2v/275 + /1584 — /891;

d) 151,00 - 2,/55 + 6,/ — (51/0,02 - v/300).

Expresar cada uno de los cocientes, en la forma a + b+/c:

) 143 ) 3+4V3

RERTCh ROV

b) —2—3V6 f) 1-v6
446 (1+f)’

o V63 (V2+V3) (VE-1) (2\/6+\/§)4
(V8—-2) (v2+1) g) (V1 1) ;
2V6 -8 +3v2(V3-v2)

d) o V3BV V3) h) (ﬁ+f+f)(xf—f—f)

(V3+V5)®

Simplifique la expresion:

| a) \/12+@—\/8+¢%+\/11—2¢?—\/7—2M6;

b) Jz—ﬁ+\/9+5\/§—\/3(\/§+2)+\/4+2\/§;
\I1+2\Il+2\l1+2\/1+...+2\/1+2\/3+2x/§;

d) \/\/§1<\/56+40f\/34+26ﬁ+\/23+37\/§>;
Vatb+vVa—b e VE—&

(¢}
~

e) - )
Va+vaZ—bv Vetd—+e—d

£) 2z +2v1? -1 .
\/—2+2\/2x2+2x—|—2\/x4+2x3—290—1

2) V9 —4v2 423422+ V12+8V2

V15— 10v2 + /13 + 410 — V11 — 210



h) \/10+2f6+2\/ﬁ+2\/ﬁ;

i) \/24+4\/B+4\/ﬁ+2\/£;

j) \/a+3b+4+4\/a+4\/£+2¢%;
k) \/14+2\/E—2\/ﬂ—2\/£;

) V7+5V2

m) /54 — 30v/3;

n) /145 + 18V/3;

) 4222 — 923 — 104222 — 923 — 24

o 5
V4222 — 923 — 24 — 6
1 1 1

+ + ;
VTH5v2 V26 +15v3  V9V3+11v2

q) {*/3+f7\/\/13—\f7—\/5—\f7;
r) a+5b+3\/2ab+b2—\/a+ 2ab + b% + b;

s) 6+\IG+\/6+...+\/\/6+4\/§+7\@;
1 1

) N . 1 +3\/§+\/§—\/§
VE+VE-VE VBt E-VE VBevI-V3 2

Resp: a) 0; b) 2 ¢ 1+v2% d) 75 e ¥ f) 1, g 3

h) V24 V34V 0) 2VBEVEEVT ) 24yvat vk k) V24 VBT

D 1+vZ m) 3-vE m) V4B o) VA2R-9:-20-4 p) 1 @) 2

r) V2b s) 3; t) g

. Transformar a radicales simples la expresion:
a) \/5:L‘—2+2\/6x2—7x—3;
b) \/7x+16y+4+2\/21xy+39y2+56:17—|—92y—32;

c) \/5x72+\/24a:2714m*5;

1/ 1
d) :C+§ 2,)_771,

e) \/a+b+c—|—\/c(2a+2b+c)—\/a+b+c— c(2a + 2b + ).
Resp: a) V3z+1++2x—3; b) Tz +13y—4+3y+8; c) /%3 + /4t

d) \/g—ﬁ—,/x—%; e) V2c

Simplifique la expresion:

a) ”{/\/5—12”\‘/\/§+14”{/\/§+18"\‘/3+\/§;




VV2-1Y3+2V2

VV2+1R%/5v2 -7

\/x3—31;—|—(x2—1)\/x2—4—\/x3—3x—(x2—1)\/1‘2—4'
Ve+vVa2—4— - Va2 —14 7

3/3Ya 9va 3/3Ya 9va
o o g
fome o B fogE - B

V6ny

b)

d)

¢<\/«%+\/@><m+m>—¢<ﬁ—m><m+m>’
Va—b++vb—c++c—a
\/\/a—b) —o)+/(a=b)(c—a)++/(b—c)(c—a)
y v e a-vim!
(64 v35)" — (6 —V35)"
V26 + /675 — /26 — /675
/26 + V675 + /26 — V675
Vi+z 11—z o 1\
(\/1+:E\/1£+\/1+m2+x1>< K _36)7
2% — 3w — 2+ (22 —1\/:52 r+2
3 —3z+ 2+ (22 — =2
5 5 va o\ _
¥ (%5+f V5 -2 ¢5+f+\/5— 2) r2va,

Jw—MMW

f)

h)

i

~—

J)

) 4v/3 V6

\/9+2\ﬁ \/8+2\ﬁ V5 +2v6

n) 10v2 . V10+vi8
W—\/34§\/5 V8 —V34+5

) -+ VE-

o) 3WV2
VA-2-2 \/

q) f+f+1 ff+1 + 32

§/Z+‘\Z§+1 ff+1
2+v2- V2
(x—l)(1+x—\3/x2)
1+ /7 + Va2
t) V3
V3+V9




10.

11.

12.

13.

Resp: a) 1; b) 1, ¢ =z+1; d) V3 e V3 f) v2 g 3 h) 2
i) -1; j) =4 k) 10, 1) 3; m) 0; n) 3

o) (V25—-V15+V9)(VA9—-V7+1); p) —1-V2 q) 0; r) 2+2v2— V3
s) Yr—1; t) F(V3-1(V9+V3+1).

Simplifique la expresion:
20 2+ 2V2 3 5
a : b . 20v/2 + 126+ 1/ 20v2 — 12/6.
) vy P rrveearw OV V

Resp: a) 7+V6—+v21-V14; b) V3-1; ¢) 2V2.

Simplifique la expresion:
a) 2V 4yD7 + 4V, o (¥5-¥7) Vi+ G
S (VAevn (8- oavm-ym D V(YT
d) (V3 V10) (3 + VI0):

Simplifique la expresion:

2) 3. .4 1 o) 4T
\1/—\/51 \/6+\/% V6 — /5’ V-1 V5+2
b) Bt AT A f) §/54+30\/§+{/54—30\/§;
c) N \2[ \[; g) i/\/g"i'z ~ ii/\/g_ %
54+ vV3++v2 3 3
Q) 12 h) \/72 +32v/5 — \/72 —32v/5.

V15— 6+ V35 — V14’

Simplifique la expresion:

a) \/2€’f2+\/{’/2\/§-{1/2\7§; ©) %

b) 3 _ a) @jﬁ;\/é_‘*mo
V25 4+ V10 + /4 V2 V3 V5

Expresar cada uno de los cocientes, en la forma a + b2 + e/4:

) 14+3V2- V4 ) 1+ V2 ) 3+2V2+ V4,
RO N7 - V2 ¥ A+ vi-uU
b) ! : 1+V2+2V4 L V2

142 — /4’ °) R ) T %
¢ DoAv2-2vi 1-v2-2v4

1+2v2-3V4 £) 1-282



4.7. Potencia de un ntimero positivo

Todo lo analizado anteriormente, permite dar la definicién de potencia real de un ntmero
positivo. Obsérvese que el niimero a* existe y, ademas, es tinico para cualquier ntiimero real k.

Definicibn 4.16 Potencia de un niimero positivo

Sean dados un nimero positivo a y un nimero real k. Por nimero a se entiende un nimero positivo
que se determina segun la siguiente regla:

1.- Sik>0:

a) k=m, m es un nimero natural, entonces

a, para m =1
kE_
a =3Na-a-..-a, para m>2
——
n veces
b) k=1 donde q es un nimero natural, entonces a* = a;
q’ ’ ’
c) k= 5, donde p, q son nimeros naturales, entonces a* = /a?;

d) k es un nimero irracional, entonces:

i) Sia > 1, el mimero p* serd mayor que a™ y menor que a®t, donde r; es cualquier aprozimacion
racional del nimero k por defecto y sy, cualquier aprozimacion racional del nimero k por exceso;
ii) S9i0<a <1, entonces a® es un mimero menor que a™ y mayor que a®t;

iii) Sia=1, entonces a* = 1.

2.- Sik <0, entonces a* = ﬁ

El nimero a® recibe el nombre de potencia, el nimero a es la base de la potencia y k, el exponente
de la potencia.

La potencia de un ntimero positivo posee las siguientes propiedades principales: si a y b son
ntmeros positivos, y k y 7, cualesquiera ntimeros reales, entonces:
1.- (ab)* = a*b¥;
2. (8)" =4
3.- dka" = ad"tT;
4.- Z—f =aF
5.- (a¥)" =a*".

Ejemplo 4.25  Simplifique la expresion:

T (e e

Solucién



Ejemplo 4.26  Simplifique la expresion:

(ws/m.mf.m_,/, v

Soluciéon
2 1
A = {(16)é (s-v2) ] ((32)3 2% 2% (4. 02)
1
= (16)5 - (8\@)6 - (32)3 - 272 .45 .43
— 9% .85.915 .23 .22 .91 .91
— 9%.93.915.9% .97 .91 .91
= 9%,
Ejemplo 4.27  Simplifique la expresion:
1
-

Solucién
Para simplificar esta expresion, multiplicamos y dividimos para el factor racionalizante, es decir:

(¥3)* + 3 92+ (¥2)

N [(V3)"+ 3. 2+ (¥2)°]
_ VIO+ V6 + V4
T (VB2 (VO + Vo + VA
Vo + V6 + V14
(V)" - (v2)°
= Vo+V6+ V4

Ejemplo 4.28  Simplifique la expresion:

(§/9+4\/5+ €/2+\/S>-§/\/5_2

Soluciéon
Para simplificar esta expresion, multiplicamos y dividimos para el factor racionalizante, es decir:

§/(9+4\/3)(\/5—2)2 + \3/(\/5+2)(\f—2)

= YO+aVE)9 -5 + V51

V81 —80+1
2.

A

Ejemplo 4.29  Simplifique la expresion:

(\/a_ \/%er)( Ja Vb +2\/£>

Vaivh)\Varvs  Va—vb  a-b



Solucion
Para simplificar esta expresion, hacemos la siguiente transformacion:

A Qﬁ ﬁmm>< Ja Vb zﬁﬂ

i) \Var v Va—vB a-b
_ (i Va? — Vab + Vab+ Vb2 + 2vab
- (i) (va+v8) (va- i)

(v +1)
(va+vb) (va-vo)

a+Vb
- (a2

= (Va-vb)-

= Va+ b
Sia>0,b>0,a#0.

A continuacion estudiamos las principales propiedades de la potencia de un nimero positivo
del tipo de desigualdad.

Teorema 4.16  Sia > 1 yk >0, entonces a* > 1.

Demostracion

Si k = 2 es un ntimero racional (p y ¢ son niimeros naturales), entonces la propiedad de a* > 1
ya se demostro anteriormente. Si k es un niimero irracional, elegimos cualquier ntimero racional
positivo r que aproxima k por defecto, en este caso a® > a”. Al mismo tiempo a” > 1. Conforme a
la propiedad de transitividad de las desigualdades, la validez de dos igualdades a* > a” y a” > 1
predetermina la validez de la desigualdad a* > 1.

Teorema 4.17 Sia > 1y k <0, entonces a* < 1.

Demostracion

El nimero r = —k es positivo, por lo cual, al aplicar el teorema anterior, tenemos a” > 1. Multi-
plicando ambos miembros de esta igualdad por el ntmero positivo a¥, segtn la propiedad de las
desigualdades tenemos a”a® > a”; segtin la definicién de potencias concluimos que a"a* = a*+" =
a’ = 1, por consiguiente a* < 1.

Teorema 4.18 Sia > 1 ya* > 1, entonces k > 0.

Demostracion

Supongamos que a* > 1y a > 1, pero k < 0, es decir, o bien & = 0 o bien k < 0. Si k = 0, entonces
a® =1 por definicion. Si k < 0 y a > 1, entonces, aplicando el teorema anterior, tenemos a* < 1.
Asi pues, si k < 0, entonces a* < 1, lo que contradice la suposicién de que a* > 1.

Teorema 4.19 Sia > 1 ya* <1, entonces k < 0.

Si a > 1, entonces las condiciones a > 1 y k > 0 son equivalentes; ademés, son equivalentes las
condiciones a < 1y k < 0, es decir, si a > 1, entonces:

d>1 o k>0; <1 & k<o.



Teorema 4.20 Si0<a<1yk>0, entonces a® < 1.

Demostracion

Examinemos el nimero b > % Por cuanto b > 1, entonces, aplicando el teorema 1, tendremos
b* = 1. Multipliquemos ambos miembros de esta desigualdad por el ntimero positivo a®. Segtin la
propiedad de las desigualdades tenemos: b*a* > a*. Segtin la propiedad de las potencias tenemos
b¥ak = (ab)¥ = 1° =1, por lo cual a* < 1.

Teorema 4.21 Si0<a<1yk<0, entonces a* > 1.
Teorema 4.22 Si0<a<1ya">1, entonces k < 0.
Teorema 4.23 Si0<a<1yad' <1, entonces k > 0.

Si0 < a < 1, entonces las condiciones a* > 1y k < 0 son equivalentes, ademas, son equivalentes
las condiciones a* < 1y k > 0, es decir, si 0 < a < 1, entonces:

d>1 o k<0 <1 < Ek>o.
Sia >0y a1, entonces las condiciones a* = 1y k = 0 son equivalentes, es decir, si a > 0 y
a # 1, se tiene:
=1 & a=0.

Teorema 4.24  Sia > 1 y ky > ko, entonces akt > ak2.
Teorema 4.25 Sia > 1 yky < ko, entonces a®* < a2.
Teorema 4.26  Sia > 1 ya* > a2, entonces k1 > ks.
Teorema 4.27 Sia > 1 ya® < a2, entonces ki < ks.

Sia > 1, entonces las condiciones a** > a*? y k; > ko son equivalentes; ademés, son equivalentes
las condiciones a*' < a*? y k; < ko, es decir, si a > 1, entonces:

k?z k2

akl >a & k> ke ak'l <a Sk < ko

Teorema 4.28 Si0<a <1 yk; > ky, entonces a* < a*2.
Teorema 4.29 Si0<a<1yky <ky, entonces akr > ake.
Teorema 4.30 Si0<a<1ya" >d", entonces ky < ks.
Teorema 4.31 Si0<a<1ya" <a¥, entonces ky > ko.

Si 0 < a < 1, entonces las condiciones a* > a*? y k; < ky son equivalentes; ademas, son
también equivalentes las condiciones a*' < a*? y ki > ko, es decir, si 0 < a < 1, se tiene:

k‘g k'2

a*t > a sk < ko a <a & kg > k.

Sia >0y a1, entonces las condiciones a®* = a*? y k; = ko son equivalentes, es decir, si a > 0

y a # 1, entonces:
k1 ko

a’ =a & k= ko.

Si k > 0, el concepto de operacion de elevacién a una potencia puede extenderse al conjunto de
todos los niimeros no negativos, puesto que, por definicion 0¥ = 0, si k > 0.



4.8.

1.

Tarea
Simplifique la siguiente expresion: )
a) [(—1+4-5+2)2"+ {/92(=3) - /(=8)(—2)(—4+6) — [s/(35 S0+ 7 12)

+ [VEB 3-8+ 5)}

b) Y375+ Y3+ YI02+ /=6 — V8 VI + [(-2) (<) — [(-2)(~6)*(~11))

—{/(=8)(=30 + 3)3;
c) [2(— 3)—1—8 +\/ —200) + (=10 +2) + /1372 + (5 — 1) — (-1 + 2 — 4)?
+/(512-4) = (-1 +9);

) <%>” P ()T D B (S ()

&) [(~6-2+5)+O—6)P — /(21 - v=T-VI=6+/¥=27 - VI6- (-3)
+/5 — V/169;

I O L Ut
e e GOI= SR e)

Simplifique la siguiente expresion: »
a) (3)'(-) 2 -3+ )7+ (V%)
b)  /=8-(=8)3+ (=3)(—2)% — V5 + V16 + (—2)? + V/—64;
i e B (G B AT o bl
d) /(—1215)+5— \/(— — /216 - (—125) = (-1 + 28);

© 1-HZ+3-5(—3 \/3 3 \/ 33

) (_§>+(_14)+2+\/3_§_ \ 243 - ( 3)

g) —%—% %'5—1—1 ;
s ()7 - -9 R

(
h) J [3?(2)21} T %+(_ﬁ)_1;
(&) @7+ 1] \ [0 -1]

2
-2 2 7
5
241
i) 61 |3 5"
25 1T 2
3 31 3
2
6 6 3 1
<\/5¢5 -<\/25 25) . 1
j) . A \/5y5vE ]|
3

k) (3 2(’/4“ 8\3/1+§/43 2\3/11) -/ 3V9;



\V V16 + V144 —\/3—\/ \/\/—6 V256 - V4.
3. Simplifique la expresion:

a) (\/ﬁ—i—\/él»—\/@)(\/?»—\/ﬁ—\/g);d) Vov3 — 11v2;

3 3
20 + /392 + /20 — v/392;
\/1 . \/ e) \/27;10\/5;
1 ) — 2>
1 ) 1+v2-3

c)

S

4.  Simplifique la expresion:

NS SRV A AV w1 Y S o

5.  Transforme la expresion:

\/x2—4x—|—4+\/x2—|—6x+9.

6. Simplifique la expresién:

2) \/“y2

a:\/E—Zx\f—i—\/xy \/97 $xy? 5
K ( Va? = iy L ) o

°) <ﬁ+m W) <+ +1>

7. Simplifique las expresiones:

a) 222 —5xy+2y2 conz=vV6+V5yy=v6—V5;
ViV VBvR
-va T B
c) 4x3+2x278x+7conx:1(\/§+1);

b) 3z% +4xy — 3y* con x =

-1 1
a Yol o VEEL VI EVE
r—y+1 Vry +1 Vaey —1
vat+tzr+ya—z _ 2ab

°) \/a—l—x—\/a—xconx_l—f—bw

f) 2a\/1+x2-(x+ 1+m2>71conx: (W—Vb?l).

1
2

8. Simplifique las expresiones:



10.

11.

a) \/7+4V3; f) \/17+\/@,
b) /3 —2V2); g)  1/28—16v3;

c) <\/5+2f+\/5—2\/6>.‘/§. h)

2 e~

2+V3 2-V3
VitVeiis Viva s D)

e) \/4V2+2V6;

Simplifique las expresiones:
) Q) ) '
a ; ; ;
\4/5—1\‘75 1+\/§1+\/§ 5 <‘/§+\4/1+1<7§+2
b ; e _—_ h ;
) VB RN ) T VA V54 V0
c) V5 + \/?; f) — i) 2+ /6
) 3 .
V53 V2+ V3 2v2+2v3 — V6 - 2
Simplifique las expresiones:
V8- VV2+1
a)

N e R N
b) (2-+3)V/26+ 15V3;

2V2

) 1+/3

a) V5 —2v6 - (5+2v6)(49 — 20V6)
V27 - 3V18 +3V12 -8

0 ( 6+4v2 6—4v2 )2_
Vit Voiaa VA o)

3 V40 0 ye o yor.
f) (§64W+f+f f) (13 — 43/5 — 23/25) + V/25;

g) \/6+\/§\/ \/g

h) \/5f+7—\/5f—

Simplifique la expresion:

~ Vab+b\ [ Va Vb 2Vab \
?) (*/& \/a+\/5> <\/E+\/E+fx/5+ )
b) a+2+va® -4 a+2-+va® -4

+ ;
a+2—+vVa? -4 a+2++Va?2—-4



d)

e)
f)

g)
h)
i)
j)
k)

)

a*1+b*1+2(\/5+\/5>71' <\}5+\}5>

)

ab — avab -
a—i-\/@

§

—1 —1
a - vt +b- Vot v
2by/a 2av/b
—1 —1
a++ab n b+ Vab
2ab 2ab
1ab-\/SaS +1ab-\/18ab3—a2-\/2—b—b2- 2.
a

<\f+ \jbi) =% (b\/&+b\/W); !

2q~1/3 a?/3 a+1
a?/3 —3al/3  a53 —a2/3 a2 —4a+3’

(/6a(5+2¢6)~\/3¢%—2¢32;
VVB—5-V/8+2V15+ a

R+ 12 /3 — 215 — 2020 + Va?
(Va+ Vb)* — (Va+ V)2 - (16a+4b) | 10ya -3V,
4a —b 2\/64'_\/6 ’

4\? 2\?
\/<a2+2> 8(a+> + 48;
a a
a’?+2a—3+ (a+1)Va? 9.

2—-2a—-3+ a—l

P =
oty

(ﬂ—ﬁ —¢CT>: Vab__1—Yab—ab

-2

_l’_ i
1—+ab Vab 1— va3b? Vab
m+4+n ] m+n+ n _ m )
vmtmo\ ymn o om—ymn n+ymn)’

<¢1+ﬂ1—a+\/l_1a;_a1+a> (\/F—i)

V) ) 1

1 2ya ) :
<\/a—4\/af1_\3/(¥—m> — v a* + 8a+ 16;

b

a

]



ERIREN] ¢<;;fw<;+ﬁzﬂ>-l);
(JI””“J4&%W} [

(1-a)/*  (Q+a)/*(1—a)~¥  ci2(l4a —/4
sat a)” — ;
2(14a) 2 1-a
1
a+\/7 Tt \/a—a'
1+W \/2 ’

Va3 + va2b
Va2b — ab? b e
Y) 3 ¢ 3 ¢ 3 ) a+3 (\O/ai\/l;) Jr\b/a;
Va2 —2Vab+ Vb2 Va2 - Vb2
2 ( a—2b V2426 + Vdab? >.a€/c7z+b\3’/%+b€/&+a\3/%

. ﬂﬁ%+%W_%Q4¢_%y¢41

: +
Va2 — V4?2 Va2 + V4b? + V/16ab a+b

12. Simplifique la expresion

a) (a—b)3(Va+Vb)~ +2af—|—b\[ 3(Vab—a)
av/a +bvb a—b '

1 1 2013 -2 N\ 1,
b) (a1/3 SV E S VSIS y e Y —a1/3+1> 1 o
1 1/2
Vb(¢a — Vb) + 2V ab b g
c) (Va— Vi) —( +1> +1 :
a) (a+b) (Va2 = Vp?) ! = (Va?b — Vab?) (Vb — ¢/a) >
(Va+ V) (Vb+ Vab - 2{/a)

ab;

a

> +2a.

4.9. Magnitudes directa e inversamente proporcionales

Dos magnitudes son directamente proporcionales, cuando al multiplicar o dividir el valor de
una de ellas por un ntimero, el valor correspondiente de la otra queda multiplicado o dividido por

el mismo numero.

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando el producto entre dos cantidades cor-
respondientes es constante. A esta constante se le denomina constante de proporcionalidad.

Para realizar el reparto de una cantidad de forma inversamente proporcional a unas cantidades,
es equivalente a repartirla de forma directamente proporcional a los inversos de las cantidades.

Haremos lo siguiente:

1.  Se suman las cantidades inversas a repartir.



2. Sedivide la cantidad por esta suma. El cociente nos dara la constante de proporcionalidad.

3. Para calcular cada parte basta con multiplicar cada cantidad por esa constante.

Ejemplo 4.30  ;Cudles de los siguientes pares de magnitudes son directamente proporcionales?

1. La velocidad de un automovil y el tiempo que tarda en realizar un mismo recorrido.
(No) son directamente proporcionales. Si la velocidad se hace doble, triple, ..., el tiempo
necesario para hacer el mismo recorrido no es doble, triple, ...

2. La distancia recorrida por un automdévil y el tiempo empleado, manteniendo la misma
velocidad.
(Si) son directamente proporcionales. Si la distancia se hace doble, triple, ..., el tiempo debera
ser doble, triple, ...

3. La longitud del lado de un cuadrado y la superficie del mismo.
(No) son directamente proporcionales. Si la longitud se hace doble, triple, ..., la superficie no
es doble, triple, ...

4. La edad de una persona y su estatura.
(No) son directamente proporcionales. Si la edad se hace doble, triple, ..., la estatura no es
doble, triple, ...

Ejemplo 4.31  Si por un auto se paga $ 8000, por 2 se paga $ 16000, por 3 se paga $ 24000,
entonces tenemos que
1 — 8000

2 — 16000
3. — 24000

La razon entre cada medida de la magnitud precio y el nimero de autos que le corresponden, es la

misma. Es decir
8000 16000 24000

1 2 3
Si designamos por x el numero de autos y por y el precio correspondiente, se tiene

= 8000

Y6 = y = 6z.
x

4.10. Razones y proporciones

Las razones y proporciones tienen una gran aplicacion en diversas areas; por ejemplo, en inge-
nieria se emplean las escalas para realizar maquetas, en el area contable, para realizar movimientos
financieros, etc.

Una razoén es la comparacion por cociente de dos ntimeros. Este cociente se interpreta como el

naumero de veces que uno de ellos es mayor que el otro, esto se expresa como

A_C

== B#0yD=#0.
5= #0y D #

En una razoén, al término A se le llama antecedente y al término B, consecuente.



4.10.1. Proporcionalidad directa

La proporcionalidad directa entre las cantidades = y y esta dada por una expresion de la forma
Y= Ar

Esto significa que la variable y tiene una variaciéon proporcional a la variable x: Cuanto aumenta
x, con el mismo tanto A, aumenta y.

La proporcionalidad directa aparece comtunmente en las relaciones entre las variables principales
de fenémenos o procesos naturales. Para ejemplo, cuando se dice: Durante una reaccion de primer
orden, la cantidad de un reactivo que permanece por unidad de tiempo es proporcional a la cantidad
que reacciona, si Q; es la cantidad de reactivo al tiempo ty Q +t + 1 es la cantidad por reaccionar
una unidad de tiempo después, se habla de una relacion de la forma

Qi+1 = Ay

donde A es la constante de proporcionalidad.

Se observa que si la variable x es directamente proporcional a la variable y, entonces de las
parejas relacionadas (x1,y1), (2,y2) mediante las igualdades y; = Az1, y2 = Axo se obtiene, al

dividirlas miembro a miembro
yi_Am_m

Y2 AT2 X2

la cual se conoce como la regla de tres. Esto nos permite resolver problemas sin tener que calcular
la constante de proporcionalidad .

4.10.2. Proporcionalidad inversa

Existe otro tipo de proporcionalidad entre las cantidades = y y, que tiene la forma

y=—

x
Esta es llamada proporcionalidad inversa con constante A. Tal tipo de proporcionalidad aparece
también en los procesos y fendémenos de la naturaleza. Por ejemplo, cuando se dice: En un gas ideal
a temperatura constante, la presion que ejerce el gas es inversamente proporcional al volumen que

ocupa, esto puede escribirse como

A
pP==
%

donde P es la variable presion, V es el volumen del gas y A es la constante de proporcionalidad.

Algunos de los principios més conocidos de la ciencia pueden expresarse como variaciones. A
continuacién se mencionan algunas:
Las areas de las figuras semejantes son directamente proporcionales a los cuadrados de las lineas
correspondientes.
Los volumenes de los sélidos semejantes son directamente proporcionales a los cubos de las lineas
correspondientes.
Los volimenes de los gases son inversamente proporcionales a la presiéon absoluta y directamente
proporcionales a la temperatura absoluta.
En cualquier reaccion quimica entre sustancias A y B, la cantidad de la sustancia A que interviene
en la reaccién es directamente proporcional a la cantidad de la sustancia B que también interviene.



Ejemplo 4.32  FEscriba, mediante una formula, las siguientes proposiciones:

a) w varia directamente como x e y.

b) w es directamente proporcional a x e inversamente proporcional a y.

c) w es directamente proporcional al cubo de x e inversamente al cuadrado de z.

d) w es directamente proporcional a la raiz cubica de b e inversamente a la raiz cuadrada de c.
e) R es directamente proporcional a w y a la raiz cuadrada de x e inversamente proporcional al
cubo de h.

Solucién

a) Si )\ es la constante proporcionalidad entre las variables dadas, la relacion se escribe

w = A\zy.
b) Utilizamos una sola constante A para escribir la relacion entre las variables, que quedan

e
-

w

c) Sise utiliza a A como constante de proporcionalidad, lo anterior se escribe

Ax3
V=—.
22
d) Se tiene en este caso, la relacion
Vb
w =

Ve
donde A es una constante de proporcionalidad.

e) Para este caso, se utiliza igualmente una sola constante de proporcionalidad A para todas las
variables, obteniéndose la relacion
R M zw

hS

Ejemplo 4.33  La variable N es inversamente proporcional a y. Ademds se sabe que N = 20
cuando y = 0,35. Calcular la relacion entre las variables dadas.

Solucién

Ya que para alguna \ se tiene que N = %, de las condiciones N = 20, y y = 0,35 se tiene que

20 = 07’;5. Esto implica que A =20 - 0,35 = 7. De esta forma la relaciéon entre N y y es N = %
Ejemplo 4.34 P es inversamente proporcional a V. Si 'V = 30 litros cuando P = 2 atmds-
feras, hallar V' cuando P = 25 atmdsferas.

Soluciéon

Ya que P = % y 2atmosferas = m, entonces A = 60 atm x 1t, lo que implica que
60
P=—.
\%

De esta manera, si P = 25 atm, entonces 25 = %, lo cual implica que

_ 60atm x It

V= =2,41t.
25 atm

Ejemplo 4.35 La variable C es directamente proporcional a d2. Si C = 80 cuando d = 12,
hallar C' cuando d = 15.



Solucién
Si ¢ = Ad? entonces de la pareja de igualdades 80 = X - 122 y C' = X - 152 se tiene que, al dividir
miembro por miembro la segunda igualdad y la primera

C X152 157

80  A-122 122
obtenemos el valor de la constante

2

15

C= (=) -80=1,5625.
(12) 7

Ejemplo 4.36  La variable v es directamente proporcional a Vh. Si v = 28 cuando h = 3,
hallar v cuando h = 12.

Solucién

Ya que v es directamente proporcional a v entonces v = AV/h, lo que nos lleva a las igualdades
28 = \W/3 y v = A\W/12. Al dividir miembro a miembro la segunda igualdad entre la primera se
tiene que

) A12

w2 5‘@3

|
o

De esta forma v = 2 - 28 = 56.

Ejemplo 4.37  La variable R es directamente proporcional a l e inversamente proporcional a
d?. Si R =35 cuando | = 110 y d = 0,006. Hallar R cuando | =75 y d = 0,004.

Solucién
A-110 XTS5

l
Delarelacion R = — y de las condiciones dadas se tienen las igualdades 35 =

&2 0,0062 ¥ "~ 0,0042
nuevamente, al dividir la segunda ecuacién miembro a miembro con la primera se obtiene
AT

R 0,0022
— 10

35 0,0062
_AT5-0, 0062
~ X\-110-0,0042
_ 75 (0,006
110 \ 0,004
= 1,534

lo cual implica que R = 1,534 - 35 = 53, 69.

Ejemplo 4.38  El hidrégeno usado para inflar globos se obtiene haciendo pasar vapor de agua
sobre una malla de hierro al rojo vivo. Si con 390 gr de hierro se obtienen 2,2 m® de hidrdgeno,
scudnto hierro se necesitard para obtener 33 m>?

Solucién



Denotemos por h la cantidad de hierro necesario en g para obtener H m? de hidrégeno. Entonces
es claro que la relacion entre una pareja (hy, Hi) y (ha, He) viene dada por la regla de tres

o _ Hy
h1 hQ '
De esta manera, para las condiciones dadas se tiene la relacién
2,2 33
390 h
lo cual nos dice que el hierro necesario para obtener 33 m? de hidrégeno es
h = 2332 -390 = 5850 gr.

)

Ejemplo 4.39  La distancia aérea entre los puertos A y B es de 325 km. Los puertos distan
18 cm en un mapa. ;Cudl es la distancia aérea entre los puertos C' y D que distan 23 cm en el
mismo mapa?.

Soluciéon

Sea D la distancia aérea entre A y B y d su correspondiente distancia sobre el mapa. De la
relacion de proporcionalidad directa se tiene que en correspondientes (dy, D1), (d2, D2) se cumple
la igualdad

Dy D,
di  dy’
De esta forma, para las condiciones se tiene la ecuacion
325 D
18 23

que equivale a

D:%~23:415,27km.

Ejemplo 4.40  Un disco de 40,6 ¢cm de didmetro pesa 2,570 gr. ;Cudl serd el didmetro de un
disco del mismo espesor que pesa 945 gr?
Soluciéon
Ya que ambos discos tienen el mismo espesor, apenas varian sus areas segin el cuadrado de sus
diametros. Como el material es el mismo, se tiene que la densidad es igual y entonces el peso del
disco varia segin varie el area y, por lo tanto, depende de como varia el didametro.
Por otro lado, las areas de figuras semejantes son directamente proporcionales a los cuadrados de
sus lineas correspondientes. De esta forma, se guarda una relaciéon de proporcionalidad para las
parejas (d2, P) y (d3, P») de la forma

P P

Z- &
donde P es el peso del disco y d es su diametro. Por lo tanto, para P, = 2,570, d;y = 40,6 y
P, = 945 se cumple una igualdad

2,570 945
40,62 d3
lo que implica que
945
dy = - 40, 62
2 2,570
4
= 945 - 40, 6.

2,570



es el didmetro del disco mencionado.

Ejemplo 4.41 Una esfera de hierro de 6,3 cm de didmetro pesa 850 gr. ;Cudnto pesard otra
esfera de hierro de 9,2 ¢cm de didmetro?
Solucion
Como las esferas son semejantes, entonces sus volimenes son proporcionales a los cubos de sus
radios. Por lo tanto, sus pesos correspondientes P;, P, guardan la relacién de proporcionalidad con
los cubos de los diametros

P B

R
donde d; es el diametro de la esfera de peso P; y ds es el de la esfera de peso P,. Para los datos
dados P, =850, d1 = 6,3, dy = 9,2, P, =7 se cumple la relacion

850 P
6,33 9,23
lo cual implica que el peso P, buscado es
850
P, = -9,23
2 67 33 )
3
9,2
= 850 (=
(3)
= 2647,04 gr.

Ejemplo 4.42 La formula D = Xﬁﬁg, da la deflexion de una viga, de longitud L entre los

puntos de apoyo, con una carga P en el centro, una anchura t y un grosor h. Si D es 4 cuando
P =250, L=12, h=3 yt=2,5, hallar D cuando P es 400, L es 10, h es 4 y t es 2.
Soluciéon
De la relacién de proporcionalidad
APL?
th3
sujeta a los argumentos dados, se tiene la igualdad

D=

~A-250-123
- 2,5.33

lo cual implica que la constante de proporcionalidad es

4.2,5-33
250 - 123
270

898560
= 0,0003.

)\ =

De esta manera, la relacién obtenida es
3
D 0, OOO?TPL
th3
Esto implica que para los argumentos P = 400; L = 10, h = 4, t = 2 se tiene una deflexion

. . 103
p — 0.0003-400-10
2. 43
= 0,937




Ejemplo 4.43  La cantidad C del agua que sale por un orificio en el fondo de un depdsito es
directamente proporcional a la raiz cuadrada de la altura h de la superficie libre del liguido. El
caudal es de 85 litros/minuto cuando la altura es de 2,56 m:

a)  Encuentre una formula de C dependiendo de h.

b)  Calcule C cuando h = 4,62 mt.

c)  Encuentre h cuando C = 62 litros/minuto.

Solucién

La relacion entre las variables C' y h tiene la forma C' = A\v/h para alguna constante real \.

Si para h = 2,56 m se tiene que C' = 85 1t/min, entonces se tiene la igualdad 85 = X\/2,56 lo que

= 53,125. De esta forma C = 53,125v/h lo que

nos da constante de proporcionalidad A = R

responde al inciso a).

Utilizando esta relacién, se tiene que si h = 4,62 mt, entonces el valor asociado a C' es C' =
53,1254/4,62 = 114, 18 1t /min, lo cual responde la pregunta b).

Finalmente, si C' = 62 1t/min entonces, de la relacion 462 = 53, 125v/h se obtiene la igualdad

N

2
= ——- =1 .
(53, 125) , 36 mt

Ejemplo 4.44  Un hombre de 1,70 mt de estatura pesa 75 kg. Otro hombre, de constitucion
parecida, mide 1,80 mt. ;Cudl serd el peso del sequndo?
Solucién
Ya que ambos hombres tienen una constituciéon parecida, podemos suponer que tienen en su forma
voluminosa una semejanza, y que por tanto, sus longitudes correspondientes (tallas) son propor-
cionales a sus pesos. Esto es, si [; es la talla asociada al peso P; del primer hombre y I5 es la talla
asociada al peso P5 del otro hombre, entonces es justa una relaciéon

P P

BB

Ya que para nuestro caso l; = 1,7 mt y P, = 75 kg, entonces para el segundo hombre se cumple

es decir, el peso P del hombre es

751,83
1,73

3

1,8

75 2
(+7)

= 89,02 kg

P,

Ejemplo 4.45  La distancia del horizonte, en el mar, es directamente proporcional o la raiz
cuadrada de la altura del observador sobre el nivel del mar. Si el horizonte estd a 7,2 km para una
altura de 4,1 mt, hallar la distancia correspondiente a una altura de 110 mt.

Soluciéon

Entiéndase por d la distancia del horizonte en el mar y por h a la altura de un observador sobre el
nivel del mar. Entonces, es justa una relaciéon entre tales variables

d=\h



Dadas las condiciones d = 7,2 km y h = 4,1 m se tiene que

7,2=X/4,1=X-2,02
lo que implica que
7,2
2,02
es la constante de proporcionalidad buscada.

Asi, la relacién entre las variables es d = 3,56v/h. De esta manera, para h = 110 mt se tiene una
distancia al horizonte

A= = 3,56

d = 3,56v/110 = 37,33 km.

Ejemplo 4.46  Una persona, al comprar una torre de 100 cd’s, verifica que 4 estdn defectu-
0s0s, encuentre la razon.
Solucién

La razén que se obtiene es
4 cd’s defectuosos

100 torre de cd’s

Simplificando esta razon, se tiene
4 1

100 25
Lo cual se interpreta como: de cada 25 c¢d’s, 1 esta defectuoso.

4.10.3. Proporcion

Definicion 4.17 Proporcion
Se llama proporcion a la equivalencia entre dos razones y, se representa por

A C
—=—, B#0yD#0.

5=p BFOyD#

En una proporcion, a los términos A y D se les denomina extremos y a B y C, medios.

Ejemplo 4.47  Una persona, compré una torre de 100 cd s y pagd por ella $ 23. Si necesita
600 cd’s, ;cudnto deberd pagar?

Solucién

En este caso, tenemos

100 cd’s ~ 600 cd’s

100z = 23 - 600
$23 x v
23 - 600
= — $138.
100 z=3%

Es decir, las 6 torres de 100 cd “s cuestan 138 ddlares.

4.11. Tarea

1.  Determine el extremo desconocido en las siguientes proporciones:



2 2
2% z 5_5.
) 1333.-1  (9-0.666.) m) I
b) z  5(3-0,6) n) x 1 .
2-0,1 (0,1)2-1" 1+0,2  (0,1+0,3)2’
x 2 (1-0,2)2 0,4
_ 5. o) — 2% 22
C) _é _L’ 074 x
4 12 5
1_ /1 ) l—=3 z
X 2 16 P = :
d j— . 2 ’
e IR
2 9
-2
_2_|_l 1 _ 1 3_1 z
e) 13:33:5’ qQ) ( xz) = — =
i 2y/1-3
T 8 T L_0,5
f) §:9,6; r) e l_6 s
- 3= 3 (1715)
1.1 05 6 9 0,1(1-0,1) -1
g) 0.5 T T ’ 0,1-1-0,4 =z’
T Ve 0 (1,2-0,3)? T
h) ﬁz% 0,13  0,7—-1,3
5000 w B 10v2
(3+0,5)4/% . V3 z
i) = i’ V) 905 _2
X 1—5 % _.277
; O.1\1-5 (05-1)(1-3) w 523
(1-3)° = NI
LA 20,05 o b V2
30,06 1,8—0,4 3v/2 0,03
N (0,2)2+1,46  (1,1)240,29
x B -0,5
2. Determine el extremo desconocido en las siguientes proporciones:
a) 2274333 z ) 0,666..—1 -3
1 -0,444... 1,111... 3 -2z’
ot ) x 1,222 -2
b) 5,1515...-,/1—&—% (1-1,4)"2 & 1,222...—2 (_%)2 )
1,24 10,4 -2 i
v etz =0 (0,1)~2 (5) "V +5
(3_l)_3 \/172% h) 1\~2 3/8 - T :
c) = : = (5) "/~
(0,1)734/1 =14 . ~0,5(0,1 1) T
0,055... — 271 0,888... x N (0,222...+2)—1
d) - = - ; ) z 0888
/T J) =
816 3,033...  gmis— +0,222.
1,5—-1 /125 K) (1,1)>=0,1- 02: x
© tEm.—2 = 2,5-8-0,1  1+0,1 0,383

3. Determine el extremo desconocido en las siguientes proporciones:



10.

11.

[1-(G-17]+2-1 .

v 0,111...- /241
(1,222..-0,333..)"1  (1,5-1,999...)°

b) - — =
(31 T
- (57)
0 (3-2)-(0,1515...)7" T .
x ~ (—1,3636...) -5’
a) (0,2)71+(0,1-0,01)-(0,3)"2  /(1-0,7)2+0,1

v/1—-0,6 T

3/ 37
x 1_64

° 333.° (0,5—1)2- L -1,022...- (2,5)%

. 18(3-3) |11 = (3)7] B (0, 666...)2
) T ©(1,222..)71-(1-0,5)2

] ] 3 ) ]
Dos ntimeros, cuya suma es 28, guardan entre si la relacién 1 ., Cuéles son esos nimeros?

] 35 ) 3
Descomponer el nimero 5 en dos partes tales que cuya razon sea 3

La suma de los cuadrados de dos ntimeros positivos es 25. Si la razén entre ellos es 15

;Cuales son los nameros?
Calcular los dos ntimeros naturales tales que su diferencia es 9 y su razon es 3

. : ) 7 .
Calcular dos niimeros naturales de 2 cifras cada uno cuya razoéon es 5y tales que tienen

iguales la cifra de las unidades y la de las decenas difieren en 3.

La diferencia de los cuadrados de dos nitimeros es 5 y el cociente de los nimeros es 1,5.
Calcular esos niimeros.

Podemos considerar que una gota de agua tiene forma cubica cuya arista mide aproxi-
madamente 1 mm = 1 x 1073 mt:
a) Calcular el volumen de una gota.
b)  Calcular el numero de gotas que caben en un tinaco de 1000 litros.
Resp: a) 1x1072mt* b) 1x 10? gotas.

Suponiendo que un protén tenga forma ctibica, cuya arista sea de 107'2 cm, calcule su

volumen.
Resp: 10737,



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Considerando que la masa de un protén es de 10724 gramos, determine su densidad (la
densidad de un cuerpo se obtiene al dividir su masa entre su volumen).
Resp: 10'° cm.

Al colocar con mucho cuidado sobre una superficie libre de un recipiente con agua, una
gota de aceite cuyo volumen es V = 6x1072 cm?, la misma se dispersa y forma una capa
muy fina cuya area es A = 2x10* em?. Calcule el espesor de esta lamina de aceite.

Resp: 3 x107% cm.

Si V es directamente proporcional a m e inversamente al cuadrado de ¢, calcular \V = 2
cuando m =15y t = 6.

v es directamente proporcional a d?. Si C' = 80 cuando d = 12, Hallar C' cuando d = 15.

R es directamente proporcional a la cuarta potencia de T e inversamente a la raiz cuadrada
de N. Calcular Asi R = % cuando T'=2y N = 36.

La variable M es directamente proporcional a d2. Si M = 12 gr cuando d = 8 c¢m, calcular
M cuando d =12 cm.

La variable N es inversamente proporcional a d?. Si N = 10,890 plantas por hectarea
cuando las plantas distan d = 2 mt, hallar N cuando d = 5,5 mt.

Si la variable v varia conjuntamente como la raiz cuadrada de g y la raiz cuadrada de h.
Si v = 14 mt/seg cuando g = 9,8 mt/seg? y h = 10 mt, hallar v cuando g = 9,81 mt/seg? y
h =2 mt.

La variable V es directamente proporcional a r* y p e inversamente proporcional a [. Si
V' =120 cuando r = 0,012, p = 20 y | = 30, calcular V cuando r = 0,015, p =36 y [ = 25.

La variable a es directamente proporcional a v? e inversamente proporcional a 7. Si a = 540
cuando v = 84 y r = 5, hallar a cuando v =119 y r = 4.

Un matraz Erlenmeyer de 250 ml tiene una altura de 12,6 cm?. ;Qué altura deberia tener
otro matraz de la misma forma para que su capacidad sea 500 ml?

El analisis de una pintura muestra un 54 % de pigmento y un 46 % de aglomerante. El
pigmento esta compuesto de 15% de la sustancia A, 60 % de la sustancia B, y 25% de la
sustancia C. ;Cuél es el porcentaje de cada sustancia en la pintura?



24.  Serecorta de un mapa el perfil de una finca y se encuentra que pesa 42,78 gr. Una seccién
rectangular de 12,2 por 20,2 cm, del mismo mapa, pesa 5,31 gr. Si la escala del mapa es de
2,5 cm por 50 mt, hallar el area de la finca en metros cuadrados.

25.  Para abastecer de agua a una ciudad de 50.000 habitantes se usa un tubo de 62 cm de
diametro. Si se espera alcanzar una poblacion de 120.000 individuos en un tiempo de 30 afios,
Lqué diametro debe tener la nueva tuberia?

26.  La potencia necesaria para impulsar una lancha es proporcional al cubo de su velocidad. Si
un motor de 5 HP permite alcanzar una velocidad de 16 km/h, jqué potencia se necesitaria
para conseguir una velocidad de 22 km/h?

27.  Se compra un lote de sosa, que contiene 52 % en peso de agua de cristalizacion, a 17,5
centavos por libra. Cuando se vende al por menor, se encuentra que el contenido en agua a
descendido a 37 %. ;Cual debe ser el precio de venta para obtener una ganancia de un 40 %?

4.12. Regla de tres y porcentajes

La regla de tres es una operacién que tiene por objeto hallar el cuarto término de una pro-
porcién, cuando se conocen tres. En una regla de tres, siempre debe existir un supuesto y pregunta.

En una regla de tres el supuesto esté constituido por los datos de la parte del problema que ya
se conoce y la pregunta por los datos de la parte del problema que contiene la incognita.

De acuerdo a la relacién con la incoégnita, puede ser directa cuando los aumentos en una variable
provocan aumento en la otra variable o inversa cuando los aumentos en una variable provocan
disminucién en la otra variable.

4.12.1. Regla de tres simple

Los problemas en los que los elementos mantienen una relacién proporcional directa o inversa,
se resuelven mediante la regla de tres simple. Es simple cuando solamente intervienen en ella dos
magnitudes, esta a su vez puede ser:

1. Regla de tres simple directa: La regla de tres simple directa es una relacién que
se establece entre tres o mas valores conocidos y una incognita. Normalmente se usa cuando se
puede establecer una relacion de linealidad entre todos los valores involucrados. Normalmente se
representa de la siguiente manera:

Supuesto: A — B
Pregunta: C — =z

BC

Siendo A, B y C valores conocidos y z la incégnita cuyo valor queremos averiguar. Esto se lee de
la siguiente forma: x es a C como A es a B.



Ejemplo 4.48  Si 5 teléfonos cuestan 150 ddlares, ;cudnto costaran 25 teléfonos?
Solucién
Estas cantidades son directamente proporcionales y sabemos que la proporcion se forma igualando
las razones directas:
{Supuesto .5 — 150

Pregunta: 25 — =z

25150
5

2. Regla de tres simple inversa: Cuando la cantidad aumenta y la otra disminuye pro-
porcionalmente se dice que existe una relacién inversa. Esta es una regla de tres simple inversa.
En las reglas de tres inversas las relaciones se establecen entre pares de cantidades que van de mas
a menos o de menos a més:

T = 750 dolares.

Supuesto: A — B
Pregunta: C — =z

AB
Cx=AB = —.
x = =z C

Ejemplo 4.49  Si 5 personas realizan una labor en 8 dias, ;en cudntos dias podrian hacer la
misma tarea 12 personas?

Solucién

A mas personas, menos dias. Estas cantidades son inversamente proporcionales y sabemos que la
proporcién se forma igualando la razén directa de las dos primeras con la razén inversa de las dos
altimas o viceversa:

Supuesto: 5 —»
Pregunta: 12 — =z

xr = 573 :3§ dias.

4.12.2. Regla de tres compuesta

Cuando la cantidad de magnitudes que aparece en un problema es mayor que dos, nos enfrenta-
mos a un problema que se puede resolver mediante una regla de tres compuesta. Estos problemas
son equivalentes a varios problemas de regla de tres simple encadenados. De acuerdo a si las mag-
nitudes de cada uno de ellos son directa o inversamente proporcionales, encontraremos tres casos:

1. Regla de tres compuesta directa: Si cada una de las magnitudes que aparecen es
directamente proporcional a la magnitud de la cantidad que se quiere calcular, el problema se
llama regla de tres compuesta directa.

Ejemplo 4.50 Un paseo de fin de ano para 30 personas por 15 dias cuesta 65700 ddlares.
¢ Cudnto costard en iguales condiciones, el paseo a 25 personas, durante 8 dias?

Solucién

Para resolver una regla de tres compuesta se consideran, consecutivamente, dos reglas de tres sim-
ples. Procedemos de la siguiente manera:

Supuesto : 30 — 67500
Pregunta: 25 — =z



e 25 - 67500
n 30

Al plantear la segunda regla de tres simple aparece como dato z = 56250 dolares hallados en la
primera regla de tres:

= 56250 dolares.

Supuesto : 15 — 56250
Pregunta: 8 —

8 - 56250
r=—
15
Este problema también se puede resolver de la siguiente manera:

= 30000 dolares.

Supto : 30 pers — 15 dias — $ 67500
Pregta : 25 pers — 8dias — $x

25-8- 67500
= - = )1 .
3015 30000 dolares

Es decir, el paseo les costara a las 25 personas, durante 8 dias, 30000 doélares.

2. Regla de tres compuesta inversa: La regla de tres simple inversa es un método para
hallar una cantidad que forma proporcion con otras cantidades conocidas de dos o méas magnitudes
inversamente proporcionales. Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al aumentar
una cantidad, disminuye la otra.

Ejemplo 4.51 5 obreros trabajando 8 horas diarias han realizado 150 metros de una obra en
5 dias. 5 Cudntos dias necesitardn 8 obreros, trabajando 8 horas diarias, para hacer 120 metros de
la misma obra?

Soluciéon

Para resolver este problema, procedemos de la siguiente manera:

Supuesto : (+)5obr. — (+)8h.d. — (—)150mt. — (+)5 dias
Pregunta: (—)8obr. — (—)8h.d. — (4+)120mt. — « dias

De esta manera obtenemos:
~5-8:5-120 1

— 2= dias.
8-8-150 5 dias

3. Regla de tres compuesta mixta: Si hay algunas directas y otras inversamente pro-
porcionales a la de la incognita, se llama regla de tres compuesta mixta.

La regla de tres compuesta, también se puede solucionar por el método de las proporciones que
consiste en descomponer la regla de tres compuesta en reglas de tres simples y luego multiplicar
ordenadamente las proporciones formadas. Al formar cada regla de tres simple, se considera que
las demas magnitudes no varfan.

4.12.3. Porcentajes

Los problemas del tanto por ciento, se resuelven ya sea aplicando regla de tres o por medio de
fracciones. Un porcentaje es una forma de expresar una proporcion o fracciéon como una fraccion



de denominador 100.

La expresion p por ciento de a significa p centésimos de a, es decir

D a
— Xa=pxX —
100 100
El p por ciento de a se denota también por el signo p % de a. El porcentaje aparece en la vida
diaria, en el comercio, en las ciencias naturales, etc., y su simbolo es %.

Ejemplo 4.52  Determine el 65 % de 32000.
Solucién
Procedemos de la siguiente manera:

100 — 32000
65 — =z

65 - 32000
p= — 9o

=2 .
100 0800

Es decir, el 65 % de 32000 es 20800.

Ejemplo 4.53  Tenemos una receta para hacer pastel de 1 kg. pero queremos hacer uno de 1,5
kg. Si la receta original dice que debemos usar % de tazas de azicar. ;Cudl serd la cantidad de
azucar que debemos usar ahora?

Solucién

Si a un kilogramo de pastel le asociamos el 100 %, entonces medio kilogramo corresponde al 50 %,
lo que indica que la cantidad de azticar usada seria

2 2 2 50 2 50
Z.100 ~—.50 = . — 4.
3 %+3 % 3 100 3 100
_2.21
33 2
2 1
= —_ ]_ —_—
3 (1+3)
2 3
= .2 =1.
3 2

Es decir, debemos usar 1 taza de azucar.

Ejemplo 4.54  Una barra de metal de 5 kg. tiene 2 kg. de bronce y 3 kg. de aluminio:

a)  Determine la cantidad de cobre y estano en la barra si se sabe que el bronce es una aleacion
con 70 % de cobre y 30% de estano.

b)  ;Qué porcentaje de cobre tiene la barra de metal?

Solucién

a) En virtud de que la barra tiene 2 kg. de bronce, entonces, en la barra hay, (2 kg.)(0,7) = 14
kg. de cobre y (2 kg.)(0,3) = 0,6 kg. de estafio.

b) Enlabarrade 5 kg. hay 1,4 kg. de cobre. Por tanto, en la barra hay 154 100 = 0,28-100 = 28 %
de cobre.

Ejemplo 4.55 La superficie de nuestro planeta consta de 70% de agua y 30% de tierra. De
este ultimo 30 %, % partes es cultivable. ;Qué porcentaje de la superficie total del planeta es cul-
tivable?



Soluciéon
Sea T la superficie total del planeta. Entonces, 0,37 es tierra, de la cual % -0,3T = 0,12T es
cultivable. Por lo tanto, el porcentaje del planeta cultivable es

0,127
T

Ejemplo 4.56  Cuando una persona pide dinero prestado debe pagar un interés durante el
tiempo que dura el préstamo, denotémoslo por i. El capital es la cantidad que se presta denotado
por c. La tasa o rédito, es el tanto por ciento que se paga en un tiempo determinado, r. El tiempo
que dura el préstamo lo denotaremos por t. Se tiene la relacion i = crt:

a)  ;Cudl es el interés que se debe pagar por un préstamo de $400 durante 5 meses si el rédito
es 2% mensual?

b)  ;Cudl es el interés que se debe pagar por un préstamo de $400 durante 3 meses, si la tasa es
de 24% anual?

c)  Nos prestan $500 con interés mensual del 2%. ¢Cudnto pagaremos a fin de mes para liquidar
completamente la deuda?

Solucién

a) i=crt=400-0,02 5 =40 dolares.

b) i=crt=400-0,24- -3 = 24 dolares.

c) Elinterés a pagar es i = crt = 500-0,02-1 = 10 dolares. Por lo tanto, para liquidar la deuda
debemos pagar 500 + 10 = 510 délares.

-100=0,12-100 = 12 %.

Ejemplo 4.57  Si el radio del cilindro disminuye en un 10 % mientras que su altura aumenta
en un 12% en qué tanto porciento varian:

a)  El volumen del cilindro.

b)  El drea lateral del cilindro.

Solucién

Sea r: radio inicial del cilindro, h: altura inicial del cilindro

a) Si el radio disminuye en un 10 % entonces el nuevo radio R serd

R=r—-0,1r=0,9r

Si la altura aumenta en un 12 % entonces la nueva altura H sera
H=h+0,12h =1,12h
luego el nuevo volumen seré
V = nR*H

= 7(0,97)%(1,12h)?

= 0,90727rh

= wr?h —0,09287712h

esto es, el volumen disminuye en 0,09287r2h unidades; es decir, disminuye en 9, 28 %.
b) El area del cilindro sera

A = 27RH

= 2m(0,9r)(1,12h)
1,008(27rh)
= 27rh+0,008(27rh)

luego el area lateral aumenta en 0,8 %.



4.13. Tarea

Regla de tres simple, directa e inversa

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

En 50 litros de agua de mar hay 1300 gramos de sal. ;Cuéntos litros de agua de mar
contendran 1000 gramos de sal?

Un auto consume 2 galones de gasolina cada 100 kilometros. Si quedan en el deposito 2
litros de gasolina, jcuantos kilometros recorrera el auto?

Un ganadero tiene comida suficiente para alimentar 150 vacas durante 15 dias. ;Cuantos
dias podra alimentar con la misma cantidad de comida a 200 vacas?

Para envasar cierta cantidad de ron se necesitan 10 toneles de 150 litros de capacidad cada
uno. Se desea envasar la misma cantidad de ron empleando 12 toneles. ;Cual debera ser la
capacidad de esos toneles?

Un avién tarda 2 minutos para recorrer 4,5 kilometros. ;Cuanto tarda en recorrer con la
misma velocidad 150 kilémetros?

Un obrero gana 25 doélares por 8 horas de trabajo. ;Cuénto tiempo ha trabajado para
ganar 110 dolares?

Se compra 15 metros de cinta a 0,18 doélares el metro. ;Cuantos metros de otra cinta de
0,12 dolares el metro se puede comprar con el mismo dinero?

En un dia de trabajo de 8 horas, un obrero ha hecho 10 cajas. ;Cuantas horas tardara en
hacer 25 de esas mismas cajas?

El jugo de naranja de una cierta marca viene en latas de 220 cm?® y cuesta 0,33 dolares, el
de otra marca viene en latas de 250 cm? y cuesta 0,40 dolares. ;Cudl resulta mas barato?

Ocho obreros han tardado 24 horas para realizar cierto trabajo. ; Cuanto tiempo hubiesen
empleado para hacer el mismo trabajo 4 obreros?

;Cual sera la altura de una columna que produce una sombra de 4,5 metros, sabiendo que
a la misma hora una varilla vertical de 0,49 metros arroja una sombra de 0,63 metros?

Un comerciante compro 33 kg de arroz a razén de 0,90 dolares el kg. ; Cuantos kg de arroz
de 1,10 dolares podria haber comprado con esa misma suma de dinero?

Un alimento para perros se vendia en paquetes de 800 gramos a 48 doélares, y ahora se
vende en paquetes de 2 kilogramos a 1,12 dolares. { Aumento o rebajo el precio del kilogramo?
;,Cuanto fue el aumento o la disminuciéon?

Se filma un partido de fatbol de modo tal que la cAmara capte 48 imégenes en 3 segundos; la
otra camara capta 450 imagenes en 0.5 minuto. ;Cual filmacién resulta mas lenta? ; Cuantas
imagenes por segundo filma la segunda camara?

Si para pintar 180 m? se necesitan 24 kg de pintura, ;cuantos kg se necesitaran para pintar
una superficie rectangular de 12 m de largo por 10 m de ancho?

Para hacer 96 m? de un cierto género se necesitan 30 kg de lana; jcuantos kg se necesitaran
para tejer una pieza de 0,90 m de ancho por 45 m de largo?

La longitud de los % de un camino es de 550,20 m. ;Cual es la longitud del camino?



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Un trabajo puede ser realizado por 80 obreros en 42 dias. Si el plazo para terminarlo es de
30 dias, jcuantos obreros deberan aumentarse?

A razoén de 70 km por hora un automovilista emplea 2 horas 30 minutos para recorrer
cierta distancia. ;Qué tiempo empleard para recorrer la misma distancia a razén de 45 km
por hora?

Cinco motores consumen 7200 kg de combustible en 42 horas de funcionamiento; ;para
cuantas horas alcanzard esa misma cantidad de combustible, si funcionan sélo 3 de esos
motores?

Con 15 kg de algodon se teje una tela de 120 m de largo y 95 cm de ancho; jqué largo
tendra una tela de igual calidad que la anterior de 90 cm de ancho tejida con la misma
cantidad de algodon?

Un automévil recorre 100 km en 1 h 32 m. jEn qué tiempo recorrerd 60 km?

Doce obreros han hecho la mitad de un trabajo en 18 horas. A esa altura de la obra 4
obreros abandonan el trabajo. ; Cuéntas horas tardan en terminarlo los obreros que quedan?

Para empapelar una habitacion se necesitan 15 rollos de papel de 0,45 m de ancho. ; Cuantos
rollos se necesitaran, si el ancho fuera de 0,75 m?

Si 65 hectareas producen 2920 kg de trigo. ;Cuantos kg produciran 2340 hectareas de la
misma calidad de tierra?

Con 15 kg de hierro se han hecho 420 tuercas de 4 pulgadas. ;Cuéntas tuercas semejantes
a las anteriores, pero de 3 pulgadas, se pueden hacer con la misma cantidad de hierro?

Un ganadero tiene 36 ovejas y alimento para ellas por el término de 28 dias. Con 20
ovejas maés, sin disminuir la racion diaria y sin agregar forraje, ;jdurante cuantos dias podra
alimentarlas?

Si los % de un campo tienen una superficie de 25,20 hectareas. ;Cual es la superficie del
campo expresada en m?.

Regla de tres compuesta, directa, inversa y mixta

1.

Para construir una autista de 8 kiloémetros, se emplearon 40 operarios por 60 dias traba-
jando 8 horas diarias. ;Cuantos dias tardaran 35 operarios trabajando 8 horas diarias en
construir 5 kilémetros?

Una familia compuesta de 6 personas consume en 2 dias 3 kg de pan, jcuintos kg de pan
seran consumidos en 5 dias, estando dos personas ausentes?

Con 9 arados de disco se rotulan 36.9 hectareas en 48 horas, jcuintas hectareas se rotularan
con 15 arados en 120 horas?

Para cavar una zanja de 78 m de largo, 9° cm de ancho y 75 cm de profundidad, se necesitan
39 obreros, jcuantos obreros habra que disminuir para hacer en el mismo tiempo una zanja
de 60 m de largo, 0,50 m de ancho y 45 cm de profundidad?

En un colegio con 120 alumnos pupilos se han gastado en manutencién 120 délares durante
6 dias. Habiendo disminuido el nimero de alumnos en %, jcudnto se gastard durante un mes
de 30 dias?



Porcentajes

1.

En cierto pais, la poblacion masculina representa el 48 % y una de cada 7 mujeres tiene el
habito de fumar. Supongamos que la poblacion es de 100.000.000 de habitantes:
a) ;Cuantas mujeres fumadoras hay?
b) ;Qué porcentaje de la poblaciéon representan las mujeres fumadoras?
Resp: a) 7600.000; b) 7,6%.

La poblacion de un cultivo de bacterias aumenta 10 % en la primera hora y disminuye el
mismo porcentaje en la segunda hora. Si la poblacion original era de 5500:
a) Calcule el nimero de bacterias después de dos horas.
b)  ;Qué porcentaje representa de la poblacion original?
Resp: a) 5445, b) 99%.

Al analizar una pintura se encontréd con un 55 % de colorante y con un 45 % de aglomerante.
El colorante esta compuesto de 20 % del material A, 55 % del material B y 25 % del material
C. ;Cual es el porcentaje de cada material en la pintura analizada?

Resp: Hay 11 % de material A, 30 % del material B y 13 % del material C.

Un material se desintegra de tal forma que cada 100 afios se consume el 0,8 % de la cantidad
que queda por desintegrarse. Si en el afio 2000 se tienen 600 kg. de tal material:
a) ;Qué cantidad se tendria en 21017
b) ;Qué cantidad se tendria en 22017
c) ;Qué cantidad se tendria en 25017
d) ;Qué cantidad se tendria en 29017
Resp: a) 5952kg; b) 590,4keg; ¢) 5763kg; d) 5581 kg.



Capitulo 5

Polinomios

5.1. Definiciones generales

Definicion 5.1 Polinomio

Una expresion racional en la que se prevén solamente dos operaciones respecto de las letras que
lo integran, a saber, multiplicacion y elevacion a potencia natural, se denomina monomio. Una
expresion racional se denominard polinomio, si es entera respecto de toda letra que figura en dicha
expresion. En particular, una expresion racional que contiene una sola letra y que es entera respecto
de esta letra, se denomina polinomio entero respecto de una letra. El grado, es la minima expresion
algebraica formada por un solo término algebraico.

De la definicién de polinomio y de las reglas que rigen las operaciones sobre expresiones alge-
braicas se desprende que la suma, la diferencia y el producto de dos polinomios serdn polinomios.
Por regla general, los monomios se transforman idénticamente conforme a determinadas leyes de
operaciones, reuniendo juntos todos los niimeros que integran el monomio y escribiéndolos ante
las letras del monomio, y también, reuniendo juntas las letras iguales que integran el monomio y
escribiéndolas en forma de una potencia natural de dicha letra. Realizada tal transformacion, un
monomio se considera escrito en la forma estdndar, mientras que el factor numérico que precede a
las letras del monomio se denomina coeficiente del monomio dado.

Cuando varios numeros estan sometidos a operaciones enteras: suma, resta y multiplicacién, la
expresion se llama entera. Toda expresion entera puede reducirse a un monomio o a una suma de
monomios, que llamaremos polinomio.

Segun las reglas de operaciones sobre las expresiones algebraicas, todo polinomio siempre puede
transformarse en una forma en la que el polinomio se componga de varios monomios escritos en la
forma estandar y unidos entre si mediante los signos de adicion y de sustraccion; por esta razon se
dice que un polinomio es la suma algebraica de monomios.

Los términos semejantes de un polinomio son sus monomios escritos en forma estandar y que
se diferencian en nada méas que los coeficientes. Reducir los términos semejantes de un polinomio
significa sustituir la suma algebraica de los términos semejantes por un solo término idénticamente
igual a dicha suma.

Un polinomio en = es una expresion algebraica de la forma

p(x) = ag + a1z + asx? + ...+ ap_12" "t + apz”



Es una suma formal de n+ 1 términos, siendo el primero ag. El simbolo n representa un entero que
es positivo o cero. El término a;x? se denomina término general del polinomio y es el término i. El
primer término ag se llama término constante de p(z) y ajusta la formula para el término general
si se acuerda identificar z° con 1, a, con a,z™. Los simbolos ag, a1, ..., a, se llaman coeficientes

de p(z).

Los polinomios se clasifican en ordenados y desordenados, completos e incompletos, homogéneos
y heterogéneos. Es decir:

1. Polinomio ordenado: Un polinomio ordenado respecto a una de sus letras, es aquel en
que el exponente de la letra llamada ordenatriz es constantemente mayor o menor en cada
termino que en el que le precede, si no lo tiene igual.

2. Polinomio desordenado: Un polinomio desordenado es aquel que no presenta este req-
uisito. La ordenaciéon de un polinomio puede ser ascendente o descendente, segin que los
exponentes de la letra ordenatriz vayan aumentando o disminuyendo, desde el primero al
altimo.

3. Polinomio completo: Un polinomio completo respecto a una de sus letras, es aquel
en el que existen todos los sucesivos exponentes de ella, desde el mayor hasta el cero, que
corresponde al término independiente de la letra. Polinomio incompleto es aquel en el que
falta alguno o algunos de los términos. Las propiedades de un polinomio completo son las
siguientes:

a)  Si el polinomio es de grado n, entonces el nimero de términos es igual a n + 1.

(=)

) El grado del polinomio completo es igual al ntimero de términos menos 1.

) La diferencia de grados relativos de dos términos consecutivos es igual a la unidad.

o

d)  El término independiente contiene a la variable con exponente cero.

4. Polinomio homogéneo: Un polinomio homogéneo es el que tiene todos sus términos del
mismo grado, llamado grado de homogeneidad.

Definicién 5.2 Polinomio nulo
Cuando los coeficientes de un polinomio son todos cero, se le llama polinomio nulo. Se conviene
en que todos estos polinomios son iguales y se identifican con el nimero cero.

Definicion 5.3 Polinomios iguales

Si p(x) y q(x) son dos polinomios arbitrarios, se pueden agregar, de ser necesario, términos con
coeficientes cero a uno de ellos y escribir entonces ambos polinomios como en la formula general
y con la misma n. Entonces se conviene en que, por definicion, dos polinomios p(x) y q(x) son
iguales si los coeficientes correspondientes son numeros iguales.

Si p(z) no es el polinomio cero, tiene por lo menos un coeficiente distinto de cero. Se pueden
entonces borrar sucesivamente aquellos términos primeros que tengan coeficiente cero hasta llegar
a un nuevo término primero con coeficientes distintos de cero. Esto permite escribir cualquier poli-
nomio como en la féormula general con a,, # 0. Cuando es asi, se dice que a,, es el coeficiente final
de p(z) y n es el grado de p(z).

Un polinomio como el de la formula general con n = 0 se reduce a su primero (y altimo) término

apz’ = ag = a,. Se le llama un polinomio constante. Se le da el grado cero aun en el caso que

sea el polinomio cero. Se haréa referencia algunas veces a los polinomios de grado n > 0 como a



polinomios no constantes.

Un polinomio de grado n = 1, 2, 3, 4, se puede también llamar polinomio lineal, cuadratico,
ciibico y cuértico respectivamente.

5.2. Suma, resta y producto de polinomios

En virtud de las reglas de operaciones con las expresiones algebraicas podemos concretar las
leyes que rigen las operaciones sobre los polinomios de la siguiente manera:

Definicion 5.4 Suma de polinomios

Para adicionar dos polinomios, se deben escribir todos los términos sequidos del primer polinomio
y, luego, todos los términos del sequndo polinomio, conservando para cada monomio el signo que
estd delante de su coeficiente después de lo cual es necesario reducir los términos semejantes.

Definicion 5.5 Resta de polinomios

Para sustraer de un polinomio otro polinomio, se deben escribir todos los términos sequidos del
primer polinomio, conservando inalterable el signo de cada monomio que estd delante de su coe-
ficiente, a continuacion se escriben todos los términos del sequndo polinomio, cambiando por op-
uestos todos los signos que estdan delante de los coeficientes de los monomios del sequndo polinomio,
después de lo cual es necesario reducir los términos semejantes.

Los polinomios se suman sumando los coeficientes correspondientes y se restan restando los
coeficientes correspondientes.

Si n es el mayor de los grados de dos polinomios p(x) y ¢(z), se puede escribir

p(x) = ag + a1x + asx? + ..+ ap_12" "t + apa”

q(x) = by + byx + boa® + ... + by_y2" ! + by

Si tienen grado distinto, uno de los coeficientes a,, y b, es cero. Cuando se han escrito asi, se tiene
p(z) 4+ q(z) = (ap + bo) + (a1 + b))z + (ag +b2)2? + ... + (ap_1 + bp_1)2" " + (an + by)z"

Estos son polinomios cuyo grado no es mayor que n.

El resultado obtenido puede extenderse a sumas de varios polinomios y enunciarse de la sigu-
iente manera: El grado de una suma de polinomios no es mayor que el mayor de los grados de
todos los polinomios que se suman.

Esto no solamente es valido para sumas sino también para diferencias. En realidad vale para
sumas de multiples constantes de polinomios.

p(z) — q(z) = (ap — bo) + (a1 — b1)z + (a2 — ba)2® + ... + (ap—1 — bp—1)z" " + (an — bp)2"

Supresion de signos:
1.- Cuando el signo esta precedido del signo +, se elimina este signo sin producir ningtin cambio.
2.- Cuando esté precedido del signo -, se elimina el signo cambiando todos los signos de suma o
resta que se encuentra dentro de él.
3.- Cuando tiene que ir precedido del signo +, se escribe el signo sin realizar ningin cambio.



4.- Cuando tiene que ir precedido del signo -, se escribe el signo, cambiando los signos de suma
y de resta de todos los términos que se introduce.

Ejemplo 5.1  Sumense y réstense los polinomios
p(r) =325 — 42 + 22+ 1 y q(z) = —22* + 523 + 32 — 2

Solucién
Para sumar los polinomios, hacemos

3 40 40 -4 +2 +1
0 -2 +5 +0 +3 -2
3 -2 45 -4 +5 -1

El polinomio resultante es p(z) + g(z) = 32° — 22* + 52® — 422 + 5z — 1.
Para restar los polinomios, hacemos

3 +0 +0 -4 +2 +1
0 +2 -5 +0 -3 +2
3 +2 -5 —4 -5 43

El polinomio resultante es p(z) — q(z) = 32° + 22* — 5% — 422 — v + 3.

El producto de
p(x) =ap + a1z + a2x2 + ...+ an_lx”*1 + apa”

de gradon y
q(z) =bo+ bz + bor® + .+ by 2™+ by ™

de grado m es la suma de todos los productos (a;z%)(b;x?) = a;b;z**7. Todos los términos con el
mismo exponente para x se combinan sumando sus coeficientes. Si p(z) o ¢(x) es el polinomio cero,
su producto es cero. En caso contrario a, # 0, b,, # 0 y p(z)g(x) tiene precisamente un término
de grado n 4+ m, a saber, a,b,,x" . Este es el término de maximo grado y resulta que el grado
de p(z)q(x) es n+m.

Definicibn 5.6 Producto de polinomios

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se debe multiplicar dicho monomio por cada ter-
mino del polinomio, escribir los términos sequndos del producto con aquellos signos que tenian los
términos del polinomio, si delante del coeficiente del monomio esta el signo mas, y con los signos
opuestos, si el coeficiente del monomio tiene el signo menos, a continuacion se debe escribir en la
forma estandar cada monomio del producto y reducir los términos semejantes. Si el polinomio no
admite reduccion, tampoco habrd términos semejantes en el producto, que serd otro polinomio de
igual numero de términos.

Este resultado es valido para los productos de varios polinomios. Los polinomios que se multi-
plican factores y se enuncia el resultado de la siguiente manera.

Teorema 5.1  El grado de un producto de polinomios distintos de cero es igual a la suma de
los grados de sus factores. El coeficiente inicial de cualquier producto es igual al producto de los
coeficientes iniciales de los productos, y el término constante de un producto es igual al producto
de los términos constantes de sus factores. El producto de polinomios distintos de cero es distinto
de cero y es una constante si y sdlo si todos sus factores son constantes.



El grado de un producto es la suma de los grados. Estos grados son todos numeros naturales y
su suma puede ser cero tnicamente cuando los grados que se sumen sean cero todos, es decir, los
factores son constantes.

El producto de un polinomio p(z) = ag + a1z + asx? + ...+ ap_12"" ' 4+ a,x™ por un polinomio
constante k es
kp(z) = kag + kajx + kagx® 4 ... + kap,_12" ' + ka,a”

En particular
(—Dp(z) = (—ag) + (—a1x) + (—azx?®) + ... + (—an_12"" ) + (—anz™)

y cualquier diferencia
p(x) —q(z) = p(z) + (~1)q(z)

Se puede ahora establecer que cualquier expresion algebraica obtenida mediante la aplicacion
a r y a las constantes, de un namero finito de operaciones enteras de adiciéon, sustraccion y mul-
tiplicacién es un polinomio en x. También se dan las definiciones de suma y multiplicaciéon de
polinomios de manera que se satisfacen las leyes para las operaciones enteras y para los exponentes
enteros no negativos. Entonces resultara cierto que si se sustituye x por cualquier nimero en dos
expresiones formalmente distintas del mismo polinomio, los ntiimeros resultantes serdn un mismo
nimero.

Ejemplo 5.2  Multiplicar los polinomios
plr) =223 =322 + 220 -1 y q(x) = 2" +32° —22° +- 4

solucién
Ubicamos los coeficientes de los polinomios de la siguiente manera, y luego pro-cedemos a multi-
plicar ordenadamente:

0o +2 -3 +2 -1
1 +3 -2 40 +4
0o +2 -3 +2 -1
0O +6 -9 +6 -3
0 -4 46 -4 42
0 0 0 0 0

0 +8 —-12 +8 4

0o +2 +3 -1 +11 +1 -10 +8 -4

Por tanto, el polinomio resultante tiene la forma

p(x)q(x) = 227 + 32% — 112° + 112* + 2° — 102? + 8z — 4.

5.3. Produtos notables

Haciendo uso de las reglas de adicion y multiplicacién de polinomios y de las propiedades que
poseen las igualdades de expresiones algebraicas, obtendremos igualdades idénticas, las cuales se
denominan formulas de multiplicacién reducida.

En muchos problemas aparecen una y otra vez para ser multiplicados, algunos factores que
son expresiones algebraicas de un cierto tipo. En consecuencia, vale la pena aprender a escribir
rapidamente los productos. Cuando es necesario calcular varios polinomios, resulta que ciertos
tipos de expre-siones figuran con tanta frecuencia que se justifica el desarrollo de formulas para el
célculo.



Definicion 5.7 Cuadrado de la suma de dos naimeros
El cuadrado de la suma de dos numeros es igual al cuadrado del primer nimero, mds el producto
duplicado del primer nimero por el sequndo, mas el cuadrado del segundo numero:

(z+y)? =2+ 2zy+y°

Definicion 5.8 Cuadrado de la diferencia de dos niimeros
El cuadrado de la diferencia de dos nimeros es igual al cuadrado del primer nimero, menos el
producto duplicado del primer nimero por el segundo, mas el cuadrado del segundo numero:

(x—y)? =2 —2ay + 4

Definicién 5.9 Diferencia entre los cuadrados de dos naimeros
La diferencia entre los cuadrados de dos nimeros es igual al producto de la diferencia de estos
numeros por la suma de los mismos:

=y =(x—y)(z+y)

Definicion 5.10 Cubo de la suma de dos ntimeros
El cubo de la suma de dos numeros es igual al cubo del primer numero, mas el producto triplicado
del cuadrado del primer numero por el sequndo, mas el pro-ducto triplicado del primer numero por
el cuadrado del seqgundo y mas el cubo del seqgundo numero:

(x +y)? = 2%+ 32%y + 3z® +4°
De la misma forma, podemos definir las restantes:

(z —y)® =a® = 3a%y + 3ay® — y°

o’ +y’ = (2 +y)@® —ay+y?)

2’ —yt= (2 —y)y* +ay +y?)

Las formulas aducidas permiten observar cierta regularidad con ayuda de la cual podemos es-
cribir la formula para (a 4 b)™, donde n es un numero natural cualquiera. Es facil ver que habra
en total n + 1 términos: El primer término es el primer ntimero a la potencia n; en cada térmi-
no subsiguiente la potencia del primer niimero serd en una unidad menor que su potencia en el
término antecedente, y en el ultimo término la potencia del primer ntmero es nula; el segundo
ntmero tiene en el primer término la potencia nula, en el segundo término, la primera potencia,
en cada término subsiguiente la potencia del segundo nimero serd en una unidad mayor que su
potencia en el término antecedente, y en el tltimo término el segundo nimero figura a la potencia n.

El coeficiente de cada termino puede hallarse con ayuda del triangulo de Pascal:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1



Es simple la regla conforme a la cual se forman las lineas del triangulo de Pascal. Cada linea
puede obtenerse de la linea superior anterior del modo siguiente: En el intervalo entre cualesquiera
ntmeros vecinos de la linea superior, pero més abajo, se escribe la suma de estos, y en los extremos
se ponen las unidades. El numero de la linea ensena a que potencia se eleva el binomio a + b, mien-
tras que los numeros de dicha linea son los coeficientes de los términos correspondientes escritos
en el orden estudiado mas arriba.

Si se necesita escribir la formula para (a + b)", donde n es un numero grande, esta claro que el
calculo de los coeficientes del segundo miembro con ayuda del triangulo de Pascal seré engorroso,
razén por la cual resulta deseable conocer otra formula para calcular (a + b)™. Tal formula existe
y lleva el nombre de binomio de Newton, teniendo por expresion

n __ n n n n—1 n n—kik n n
(a+b)" = (O)a +<1)a b+...+<k)a b +...+<n)b

|
donde (") = L, 0l=1,kl=1-2-3-...-k para cualquier k natural. De la formula para
k kl(n —k)!
el binomio de Newton se deduce facilmente la formula (a — b)™. Denotemos d = —b y apliquemos

la formula del binomio de Newton:

AV n_ [T\ n N\ n-1 N\ n—k gk N\
(a—b)" = (a+d) —(O)a +(1>a d+...+(k>a d +...+(n)d

Sustituyendo —b por d, obtenemos

(a—b)" = (’3) a" — (Tf) A" bt et (~1)F (Z) "R L (1) (Z) b

En una serie de problemas, al operar con polinomios, resulta mas facil examinarlo no en la forma
estandar, sino en forma de un producto. La transformacion idéntica de un polinomio en la forma
de un producto de polinomios se llama descomposicién del polinomio en factores. En forma general
todas las formulas de multiplicacion reducida son precisamente formulas que rigen la descomposi-
cion del polinomio en factores. Ademas de la aplicacion de las formulas de multiplicacion reducida
existen también otros procedimientos para descomponer los polinomios en factores, por ejemplo, la
agrupacion o procedimiento consistente en sacar el factor comun del paréntesis. Para descomponer
un polinomio en factores son tutiles todos los procedimientos.

Hay un procedimiento ligeramente distinto del que se acaba de usar para calcular polinomios.
Difiere principalmente en la forma de seleccionar y ordenar los términos. Es un método valioso
para ahorrar lugar y tiempo. A este procedimiento se le puede llamar procedimiento del exponente
fijo. Se selecciona un exponente fijo i y se calculan todos los coeficientes de la potencia ¢ que hay
en los términos cuya suma es p(z). Entonces la suma de estos coeficientes es el coeficiente de z°
en p(z). El procedimiento empieza con la determinacion del coeficiente de la potencia maxima de
x que aparece en todos los términos de p(x). Este coeficiente sera el coeficiente inicial de p(z) a
menos que sea cero. El procesamiento termina con el calculo de ag = p(0).

Ejemplo 5.3  Calcular
p(z) =Bz —2)*(z+1) — 22z +1)(2z — 1) — 5(z + 1)z

Solucién
Se escribe
p(z) = (927 — 120 + 4)(z + 1) — z(42® — 1) — 5a® — 522



El coeficiente de 2% es 9-4-5 =0, elde 2?2 es 9-12-5=-8yeldexes-12 + 4 + 1 = -7.
También p(0) = 4. Por consiguiente

p(z) = =822 — Tz + 4.

Encontremos en seguida una regla para escribir con facilidad el cuadrado de un polinomio de
tres o mas términos.

Definicion 5.11 Cuadrado de un polinomio

El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de los términos por separado mds
el doble de la suma algebraica de los productos obtenidos al multiplicar a cada término por la suma
de los términos que lo siguen.

Ejemplo 5.4  Desarrolle el cuadrado del polinomio
(2 — 3y + z — 2u).

Solucién
Desarrollamos directamente, aplicando la regla

(22 — 3y + 2 — 2u)? = 42 + 9y + 2% + 4u® — 122y + 4oz — 8zu — 6yz + 12yu — 4zu.

5.4. Tarea

1.  Calcule a, b y ¢ para que se verifique la igualdad:

(2% — 22 +a)(bx +¢) = 3z* +22° — 622 —x +2

2. Determine la suma y diferencia:

a) p(z) = 32* — 223 + 422 — 1 d) p(x) = — 322 + 5z — 3
q(z) =523 + 322 — 42 + 3 q(;v): 23 + 322 — 5z + 3

() = 22* + 423 — 422 + 2 ¢) p(x)

(r) =32 — 222 + 32— 1

(z)
o) {p(x) =t — 523 + 2272 +3 ) {p(ﬂf)
) (z)

q(r) = 22* + 522 — 22 +3 q(z

23— 522 +8x—3
2¢* + 322 — 5z +2
6zt — 223 +22 -3
zt — 1222 — 5z +4

=
N
—_——
Q3

T

)

Resp: a) 32t +32% +72% 32% —72% + 22 + 42— 4; b) 5zt + 423 — 622 + 32 + 1,
—rt 4423 222 -32+3; ) 3zt —5x3+72?—20+6, —2* —52° 322 422; d) 4dad -2t
—ax* — 423 — 622 + 100z — 6; e) 22* +23—22% + 32— 1, —22* + 2% — 822 + 13z — 5;
f)  7at —22% —112% — 5z + 1, 52t — 22° + 1322 + 5z — 7.

3. Dados los polinomios

= 5ab®> — 10a?b + 4a?

p(a,b) = 3a®b — 5ab* — 2a>

q(a,b) = 4a2b — ab?® — b*

r(a,b) = 8a?b + 5a® — Tb?
)

h(a,b



Calcular las siguientes operaciones: a) p+g—r—h; b) p—{¢—[p+(g+h)—r]}
Resp: a) 9a%b—11a® — 11ab® +6b* b) —12a%b — 5a® — 5ab? + 7b2.

. Determine los siguientes polinomios:
a) z(x?+1) - 3z(—x+3) +2(2® — 1)%
b) 2(2%+3) —2x(x —3) +6(2® -z —1);
c) (2224 ax—-1)(z—-3)— 2z —1)(2z+1);
d) (Bz—1)3z+1)— (42 — 3)% — 2(22% + 162 — 16).

. Determine los siguientes polinomios:
a) p(z)=B2?—4dz)(z+1)— 2z +1)(z — 2);

b) p(z)=(2z+3)(2z —3)z — (22% + 2z + 1)(z — 1);

c) plx)=22z (x +22—1) — (2% + 3z + 2)(z — 1);

d) px)= 222+ 3z —1)(2? — 22 — 2) — 2322 — 1);

e) p(x)=(2®—z— 1)@ +220+1)+ (z+ 1)(2a® + 2);

f) p)=(@+1)(=*+1)-222% - 1)(z — 1) + 322(z — 2);
g) p(r) =3z~ ky)2 +2(x — ky) (kx +y) — A(kz + y)?;

h)  p(a) = (z - ky)® +6(x—ky)(kx+y) —9(kx + )%

i) p(r) =202 - ky)* + (v — ky)(kx +y) — 3(kz + y)*.

Resp: a) p(z)=323+22—2-2; b) p(z)=223-8z+1; c) p(x)=23+222-2+2;
d) p(x)=-112-42+2; e) px)=a"+223—2?—z+1; f) p(z)=—-2+3z-1

Determine el producto de los polinomios:

a) p(z) = 3% — 223 + 422 — 1 d) p(r) = —a* — 32% + 52 — 3
q(z) = 52% +32% — 42 + 3 q(r) = 42® + 32% — bz + 3

b) {p(x)zQx +4x3 — 422 42 e) {p(m)z 23 — 522 4+ 8z —3
q(z) = 3z* — 222 + 3z — 1 q(z) = 22* + 322 — 5x + 2
0 {p(m):x — 523 + 222 + 3 f) {p(m): 4203+ 22 -3
q(x) = 22* +52% — 20 + 3 q(x) = 2* — 1222 — 50 + 4

Resp: a) 1527 — 25 + 225 4+ 2924 — 2723 + 922 + 42 — 3; b)  82® + 1227 — 162° —
2% + 242 — 1623 + 62 —2; c¢)  22% — 1027 4+ 926 — 272° + 292* — 1923 + 2122 — 62 + 9;
d) 427 — 325 — 72° +82* + 182 — 4322 + 302 —9; e) 227 — 1025 + 192° — 262* +
512% — 5922 4+ 31z — 6; f) 628 — 227 — 7126 — 625 + 192* — 1323 + 4022 + 152 — 12.

. Efectuar los siguientes productos notables:
a) (22”4 3y)(22” - 3y);

b) (2x+ 3y)%;

c) (zx+1)Bz+4)(2zx+1)(3z+4);

d) (z+y)(a®—a2y+y?);

e) (r+1)(a%—at+a®—22+2-1);

f) (2 —1)(a* + 2% +1);
g) (z+2)(2?—27+4)(x —2)(2? + 2z + 4);
h)  (z—-a)’+((x =0+ (z—c)? + 2%



i) 3(x—2y)2+2(x —2y)(x+2y)+ By — )3y + ) — (2x — 3y)?%;

) @yl +y) @ +y?) (@t +yh);

k) (22 +y)(da? — 22y + y?) (823 — y3).

Resp: a) 42*—9y% b) 42?2+122y+9y% c¢) 362*+1322°+16922 +88z+16; d)
B+y3 e) 2°—1; f) 25-1; g) 2°-64; h) 42 —2(a+b+c)r+a®+b?+c%
i) 4y% §) 2®—y% k) 6420 —yF

8. Desarrollar los siguientes binomios:
11\’
a) (2+y")%  b) (32 +%) o (—-=);  d) (0,327 —ab)’.
r y
Resp: a) z'?+ 6202 + 152%y% 4 2025y° + 1524y12 + 622y!° + y18;
b) %1(:510 + 1028y + 4026y° + 80x%y'2 + 32y15);
c) A (27 — Txy® + 2122y° — 3523y* 4 3524y — 212592 + T8y — 27);

d)  1o55 (2726 — 270abzSy* + 900a?b2x3y? — 1000ab%).

9. Hallar:
a) El tercer término de (z — )%; d) El término central de (322 — y?)3;
b) El quinto término de (22 — 2y)?; e) El coeficiente de 22! en (22* — 2)%;
c) El pentltimo término de (2z — y*); f) El término central de (%x — %)6

Resp: a) —1023y%; b) 20162'%°;, c¢) —12z¢'%; d) 56702%y%;, e) —2016;
£) 20,

5.5. Divisién de polinomios

5.5.1. Método normal

El algoritmo de la divisién para los ntimeros enteros tiene un analogo para polinomios que se
enuncia de la siguiente manera:

Sean p(z) y ¢(z) dos polinomios tales que ¢(z) no es una constante. Entonces existen polinomios
tnicos c(z) y r(z) tales que el grado de r(x) es menor que el de g(z) y p(z) = c(z)q(x) + r(x).
Cuando el grado de p(z) es menor que el de g(x), el polinomio ¢(z) = 0 y p(x) = r(x). Por otra
parte, el grado de c¢(z) es igual al de p(x) menos el de g(z).

Las siguientes son sus propiedades mas importantes:
1.- En toda division, el grado del cociente es igual al grado del dividendo menos el grado del
divisor.
2.- En toda division el grado del dividendo es mayor o igual que el grado del divisor.
3.- En toda division el grado del divisor es mayor que el grado del resto (excepto polinomios
homogéneos).
4.- En toda division el grado méaximo del resto es igual al grado del divisor menos uno (en el caso
de division de polinomios homogéneos, no se cumple esta propiedad).
5.- En el caso de polinomios homogéneos, el grado del resto es mayor que el grado del divisor.



Para dividir dos polinomios se procede en el siguiente orden:
i) Se divide los signos mediante la regla de signos.
ii) Se divide los coeficientes.
iii) Se divide los literales aplicando la teoria de exponentes.

Ejemplo 5.5  Diwidir los monomios:

—16zty%2° y 4az?ySzt
Solucién
—16a4y®2° 16 4 9 85 5-4 2.3

Para dividir polinomios por el método normal, se procede de la siguiente manera:
a) Se ordenan los polinomios, generalmente en forma descendente.
b) Se escribe éstos en linea horizontal, uno a continuacion del otro y utilizando el signo de la
divisién aritmética.
c) Se divide el primer término del dividendo, entre el primer término del divisor, lo cual da el
primer término del cociente.
d) Este primer término se multiplica por cada uno de los términos del divisor y se resta de los
correspondientes términos del dividendo (se cambian de signo los productos).
e) Se incorpora al residuo, el siguiente término del divisor. Se divide el primer término del resto
obtenido, entre el primer término del divisor y se obtiene el segundo término del cociente.
f) Se procede como en el paso 4, y asi sucesivamente, hasta terminar la division.

Ejemplo 5.6  Dividir el polinomio
p(z) = 22° — 4o* +32% — 222432 — 1

entre
q(z) =2®> -3z +4

Solucién
Aplicando los pasos enunciados anteriormente, obtenemos:

2x% —da* + 323 — 222 + 32— 1 x? —3x+4
—225 + 6% — 828 203 + 222+ —7
224 — 523 — 202 + 32 — 1
—22% + 623 — 822
23— 1027 + 3z — 1
—23 4+ 322 — 4z
T —z—1
722 — 21x + 28
—22x 4+ 27

El cociente es: c(z) = 223 + 222 + 2 — 7
El resto es: r(x) = —22x + 27.



5.5.2. Meétodo de coeficientes separados

Ademés de las consideraciones del método normal, debe tenerse en cuenta lo siguiente:
a) Se trabaja solamente con los coeficientes y sus signos.
b) En caso de faltar un término, se coloca en su lugar cero, tanto en el dividendo como en el
divisor.
c) Se procede a dividir estos coeficientes siguiendo los pasos del método normal, de esta manera
se obtiene los coeficientes del cociente con sus signos.
d) Para determinar el grado del cociente y el resto se aplica las siguientes propiedades:
i) El grado del cociente es igual al grado del dividendo menos el grado del divisor.
ii) El grado del resto es igual al grado del divisor menos uno.
e) Este método es recomendable para polinomios de una sola variable.

Ejemplo 5.7  Dividir el polinomio
p(z) = 22° — da* + 32% — 22° + 32 — 1

entre
q(z) =2* — 3z 4+ 4

Soluci6én
Ubicamos los coeficientes de los polinomios de forma ordenada, de la siguiente manera:

2 -4 3 -2 3 -1 1 -3 4
-2 6 =8 2 2 2 =7
2 -5 =2 3 -1
-2 6 -8
1 =10 3 -1
-1 3 —4
-7 -1 -1
7 —21 28
—22 27

Por tanto
p(z) = (223 4+ 22% + 2 — 7)(2® — 32 + 4) + (=222 + 27)

El cociente es: c(z) = 223 4+ 222 + 2 — 7
El resto es: r(r) = —22x + 27.

5.5.3. Meétodo de Horner

Es un caso particular del método de coeficientes separados y se emplea para la division de
polinomios de cualquier grado. Se procede de la siguiente forma:
a) Se escribe los coeficientes del dividendo en una fila de izquierda a derecha con su propio signo.
b) Se escribe los coeficientes del divisor en una columna de arriba hacia abajo, a la izquierda del
primer término del dividendo; el primero de ellos con su propio signo y los restantes con signos
cambiados.
¢) El primer término del dividendo se divide entre el primer término del divisor, obteniéndose el
primer término del cociente, el cual se anota en la tltima fila del cuadro.
d) Se multiplica este término del cociente solamente por los términos del divisor a los cuales se
les cambio su signo, colocandose los resultados a partir de la segunda columna a la derecha.
e) Se reduce la siguiente columna (efectuando la operacion indicada) y se coloca este resultado en
la parte superior para dividirlo entre el primer coeficiente del divisor y obtener el segundo término



del cociente.

f) Se multiplica este cociente por los términos del divisor a los cuales se cambio de signo, colocan-
dose los resultados a partir de la tercera columna a la derecha.

g) Se continta este procedimiento hasta obtener un término debajo del tltimo término del div-
idendo, separando inmediatamente los términos del cociente y resto. El niimero de términos del
resto esta dado por el nimero de términos que tiene el dltimo paso.

h) Se suma verticalmente obteniéndose los coeficientes del residuo. El grado del cociente y del
resto se obtiene tal como se indicé en el método de coeficientes separados.

Ejemplo 5.8  Dividir el polinomio
p(z) = 82° + 14z + 5% + 162% + 32 + 2

entre
q(z) =42* + 2 +3
Solucion
Grado del cociente = Grado del dividendo - Grado del divisor = 5 -2 = 3.
Grado del residuo = Grado del divisor-1=2-1=1

4 |8 14| 5 16 | 3 2
-1 -2 | —6
=31 -9
1 3

Cociente: c(z) = 223 4+ 322 —x + 2
Resto: r(z) =42 — 4

5.5.4. Regla de Ruffini

Este método se utiliza para dividir polinomios cuando el divisor es un binomio de primer grado.
Se presenta tres casos:
1.- Cuando el divisor es de la forma x 4 b.
2.- Cuando el divisor es de la forma ax + b.
3.- Cuando el divisor es de la forma az™ + b.

Primer caso: Forma del divisor = & b.
a) Se escribe los coeficientes del dividendo en linea horizontal. Completando previamente, si fuese
necesario.
b) Se escribe el término independiente del divisor, con signo cambiado, un lugar a la izquierda y
un lugar abajo del primer coeficiente del dividendo.
c) Se divide como en el caso de Horner, teniendo presente que el primer coeficiente del cociente,
es igual al primer coeficiente del dividendo.
d) Para obtener los coeficientes del cociente, se separa la ultima columna, la cual constituye el
resto.

Ejemplo 5.9  Dividir el polinomio
p(x) = 4x* —52° + 622+ Tz +8 entre q(x) =z +1

Solucién
Ubicamos los coeficientes de los polinomios de forma ordenada, de la siguiente manera:



4 -5 6 7 8
-114 -4 9 -—-15 8
‘ 4 -9 15 -8 16
Grado del cociente = Grado del dividendo - Grado del divisor = 4-1 =3

Cociente: c(z) = 42% — 922 + 15z — 8
Resto: 16.

Segundo caso: Forma del divisor ax + b.
a) Se transforma el divisor a la primera forma, sacando en factor comiun el primer coeficiente del

divisor: )
artb=a (ac + >
a

b) Se divide entre x £ g operando como el primer caso.
c) Los coeficientes del cociente obtenido son divididos entre el coeficiente de x del divisor.
d) El resto obtenido no se altera.

Ejemplo 5.10  Dividir el polinomio
p(z) = 182° — 292° — 522 — 120 — 16 entre q(z) = 3z + 2
Solucién

Factorizamos el denominador

18 0 -29 -5 —12 -16
] —12 8 14 —6 12
|18 —-12 21 9 -—-18 —4

Grado del cociente = Grado del dividendo - Grado del divisor = 5-1 =4
Verdaderos coeficientes del cociente:
18-12—-214+9-18
3

El cociente es: c(z) = 62* — 423 — 722 + 32 — 6
El resto es: r(z) = —4

|
[SM1\)

—6-4-T+3-6

Tercer caso: Forma del divisor az™ + b.
La resolucién sélo es posible por el método de Ruffini cuando los exponentes de la variable del
dividendo son multiplos enteros de la variable del divisor. El procedimiento se explica a través del
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.11  Dividir el polinomio
p(x) = 62°¢ + 172* — 1628 + 172 + 12 entre q(x) = 32° +1

Solucién
1) Se observa que los coeficientes de la variable del dividendo sean miltiplos del exponente de la

variable del divisor.
1
32+ -
(:L' + 3>
3) Se divide como en el primer caso.

2) Se factoriza el divisor
4) Cada uno de los coeficientes del cociente obtenido, se divide entre coeficiente de x del divisor.



6 +17 —16 +17 +12
1
3/l -2 -5 47 -8
|6 +15 —21 +24 4

Grado del cociente = Grado del dividendo - Grado del divisor = 36 - 9 = 27.
Verdaderos coeficientes del cociente:

6+ 15—-21+4+24

—245-7+8
3 + +

El cociente es: ¢(x) = 2227 + 5218 — 729 + 8
El resto es: r(z) = 4.
5.5.5. Teorema del resto

Consiste en hallar el resto de una divisiéon sin realizar la division. El resto de dividir un poli-
nomio en z, racional y entero, entre un binomio de la forma ax + b, es igual al valor numérico que
adquiere dicho polinomio cuando se reemplaza en él x por :Fg.

Para hallar el resto se procede de la siguiente manera:
a) Se iguala el divisor a cero:
ar+b=0.

b) Se despeja x
T =F-
a
c) Se reemplaza en el polinomio dividendo la variable x por:
b
:Fi
a

d) Se efectia operaciones, el resultado es el valor del resto
b
r=p\¥-
a

p(z) = 62" + 32% — 1922 + 142 — 15 entre q(z) =22 — 3

Ejemplo 5.12  Dividir el polinomio

Solucién
Hacemos g(z) = 0:

20 —3=0 = x:g

Encontramos el resto



5.6. Tarea

1.  Usar la divisién normal para calcular el cociente y el residuo de las divisiones siguientes:
a) 23 —322+2z —1entre v — 2;
b) x* — 1423 4 222 + 497 — 36 entre = + 2;
c) z*+2%+ 12— 2entrex+3;
d) 2° — 2% — 322 entre x — 3;
e) 3x%+ 222 + 5z + 10 entre x + 2;
f) 27 —62° +82% — 322 — T + 1 entre = + 1;
g) %+ 1023 + 2222 — Tx + 5 entre x + 4;
h) 2%+ 23 — 2222 + 152 — 32 entre z — 4.
Resp: a) c(x)=a22—z, r(x) =—1; b) c(x)=2%— 1622+ 342 — 19, r(z) = 2;
c) c(x)=a2®-3224+100-29, r(z) =85; d) c(v) = 2*+323+82%+24x+40, r(z) = 120;
e) c(z)=3z2—4x+13, r(z) = —16; f) c(z) = 2%—25 52t +523+322 - 62—1, r(z) = 2;
g) clx)=a>+622-2x+1, r(x)=1; h) c(x)=23+522—-22+7, r(z) = —4.

2. Demostrar por medio de la division normal que:
a) (z—2)% es un factor de 2 — 423 + 522 — 4z + 4;

b) (x+3)? es un factor de z* — 1722 + 62 + 90;

c) (x+1)? es un factor de 22° + 62* + 523 — 22 — 3z — 1;
d) (x —5)? es un factor de 23 — 75z + 250;

e) (z+4)? es un factor de z* + 823 — 1287 — 256.

3. Encuentre un polinomio de segundo grado sabiendo que es divisible por z 4+ 2 y por z — 4
y que el coeficiente del término de mayor grado es 1.

4.  Encuentre un polinomio de segundo grado sabiendo que sus dos raices son 1 y -3, y que el
término independiente es 6.

5. Encuentre un polinomio de segundo grado p(z), sabiendo que p(4) = 22 y que una de sus
raices es 2.

6. Hallar m y n para que el polinomio x° + mz3 + n sea divisible por = + 1 y por = — 1.
7. Hallar el valor de m para que el polinomio 2z + ma — 3 sea divisible por x — 2.

8. Dado el polinomio p(z) = —2% + 32% + 62 + a, calcule el valor de a para que p(r) sea
divisible por x — 1. El resto de 1s division de p(z) entre z — 1 sea igual a 15.

9.  Hallar el valor de a para que el polinomio 23 + ax? — 5z + 4 sea divisible por = + 1.

10.  Hallar a, b y ¢ sabiendo que en la division 422 — 82 + 3 entre 2z + 1 se obtiene ax + b de
cociente y ¢ de resto.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Calcule a y b para que el polinomio p(z) = 23 + az? + bz + b sea divisible por z — 2 y
ademas se cumpla p(1) = 10.

Hallar el valor de a para que x + 5 sea factor del polinomio 2% — 4z — 12a.
Hallar a y b para que el polinomio x® + axz? 4 bx + 5 sea divisible por 22 + = + 1.

Calcule el valor de a para que el polinomio 3x? — 52 + a verifique que sea divisible por
z — 2. El resto de la divisién entre x — 2 sea 8.

Hallar el valor de a para que el polinomio 23 — az? — ax + 1 sea divisible por = — 1.

Hallar el valor de a para que al dividir el polinomio x2 — 322 — ax + 12 por = — 3 se obtenga
9 de resto.

3

Calcule a y b para que el polinomio 23 — az? + 7x + b sea divisible por z — 5 y de un resto

de 9 al dividir por = — 2.

Hallar el valor de a de forma que al dividir el trinomio 322 4+ ax + 9 por x + 2, se obtenga
el mismo resto que al dividir 2z + 32> + 3 por = + 2.

El polinomio x2 + bx + ¢ es divisible entre  + 1. Sabiendo que si lo dividimos entre z — 1
y © — 3 se obtiene el mismo resto, hallar los valores de b y c.

Efectte la divisién entre los polinomios 3z* — 823 + 922 — 22 — 7y 22 — 2z — 1.
Efectte la divisién entre los polinomios 42° — 223 + 3z y 22 — x + 2.

Hallar los valores a y b para que el polinomio p(x) = z* + 222 + ax + b se pueda expresar
en la forma p(x) = (z + 1)(z — 2)(z? + = + 1).

Hallar los valores de a y b para que el polinomio p(z) = 23 + ax + b tenga como raiz doble
=1

Hallar b, ¢ y d para que el polinomio p(z) = 2% + bz? + cz + d sea divisible por x + 1, z — 2
y de resto 4 al dividirlo por x.

Encuentre un polinomio p(xz) y un ntmero real k que verifiquen (z + 1)p(z) + k =
3z° — 22 + 62 — 12.



26.

27.

28.

29.

30.

31

32.

33.

35.

36.

37.

38.

Hallar a y b para que el polinomio ® — 222 + (a — 1) + b sea divisible por # — 1 y al

dividirlo por x de 2 de resto.

Hallar un polinomio de segundo grado, cuyo coeficiente principal sea 2, que se anule para

x = 2 y que su valor numérico para z = 4 sea 5.

Hallar a y b para que el polinomio 22 + azx + b sea divisible por  — 1 y ademés verifique

que al dividir por z 4+ 1 se obtenga el mismo resto que al dividir por = + 3.

Hallar a y b para que el polinomio 23 + 622 + ax + b sea divisible por % — 4.
Hallar a y b para que el polinomio 23 + ax? + bx + 5 sea divisible por 2% + x + 1.
Hallar el valor de k para que el polinomio z* — 1 sea divisible por = + 1.

Sabiendo que 22 + 2 es un factor del polinomio p(z) = 2% — 722 — 6, expresar p(x) como

un producto de factores cuadraticos.

r(z) =x

Dados los polinomios p(z) = a® + az* + 23 + 222 + bw — 1, q(z) = 23 =222 + 1 y
2 3z — 1. Hallar a y b en R tales que r(z) sea el resto de dividir p(x) por ¢(z).

Determinar los valores de a y b en R de modo que el polinomio p(z) = 22° — 92% + 1423 —

(2a + 1)2% + 2az + b sea divisible por (z — 2)2.

Demuestre que x + ¢ es un factor del polinomio p(z) = z™ + ¢" para todo n entero positivo
impar.
El polinomio p(z) = 2® — 2% — %x‘g + 322 + %795 admite como raiz a % — /5. Encontrar las

restantes raices de p(x).

de

a)
b)
c)
d)

El polinomio p(z) = 2% + bz? + cx + d admite la raiz r. Demuestre que las otras dos raices
p(z) son las raices del polinomio q(z) = 22 + (b + r)z — ¢

T

En los problemas siguientes, obtenga el cociente y el resto de la division:
623 — Tz + 142 — 8 dividido por 3z — 2;
2522 4+ 62 — 1323 — 122° 4+ 7 + 32 dividido por 2 + 322;
28 — 1 dividido por 23 — 1;
(2 —i)a® + (6 — 4i)z? + (4 — i)z — (3 + 9i) dividido por x + (3 — 7).



39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

a) (Para qué valores de A y B se verifica que A(2z — 3) + B(x — 2) = z?
b) ;Para qué valores de A, By C' se verifica que A(z —1)(x —2)+ B(z +2)(x —2)+ C(x +
2)(x —1) =22 — bz — 27

Encuentre, sin efectuar la diviosion, el resto en las siguientes divisiones:
a) 423 — 5z% — 1 dividido por z + 3
b) 28 —2° — 23 + 1 dividido por z + i;
c) 2iz® —z* — (1 +4)z® — 8i dividido por Jx — 2.

a) Sea p(xr) = z° — 32. El cociente de dividir p(z) por d(z) es el polinomio g(z) =
x* —22% + 422 — 87 + 16 y el resto es -64. Hallar el polinomio d(z).
1 9 9 21 3 11
b) Sea p(z) = 51‘5 - 53:4 23?3 + 1 —z? - i + T El cociente de dividir p(z) por d(x) es

-3

el polinomio ¢(z) = 5%~ 5% + 2 — Z y el resto es r(x) = x + 2. Hallar d(x).

a) El resto de dividir 22 + 222 + 6z + 14 por 2% + k es 8. Hallar k.
b) Si 2%+ 2% + 3 se divide por x — k el resto es —1. Hallar k.

Determine el polinomio p(z) de menor grado con coeficientes reales que tenga raices:
a) -1,-3, 4y tal que p(2) = 5; b) -3 y-2raiz doble y p(1) = 4.

Re25uelva en C las ecuaciones: .
a) §m2(5 —2z)(z*+ 2+ 1) =0; b) (x - 2) (x? +9)%(22® — 1) = 0.

Para cada uno de los siguientes polinomios se conoce una raiz. determine las raices restantes:
a) p(z) =23 — 2% — 4z — 6, raiz 3;

b) p(z) = 2* + 823 + 2622 + 72z + 153, raiz -3i;
c) p(x )_95 —(1—2)33 — (6 + %)z — 64, raiz 3.

Sea p(z) = 2°+ Az —702% + Bz — 30. Sabiendo que -1 es raiz de multiplicidad dos, obtenga
Ay B.

3 3 3
a) El polinomio p(z) = z? + 51‘3 + 5372 + 2T~ 1 admite las raices racionales r y 2r.
Halle todas las raices de p(x).

b) El polinomio p(x) = 923 + 5422 — x + k, admite como raices r y —r. Calcule las raices
de p(x) y el valor de k.

La profundidad x a la cual flota una esfera solida de radio r y densidad d que se sumerge
en el agua es una raiz positiva de la ecuaciéon x> — r2dz? — 14d = 0. Halle la profundidad,
con aproximacion de dos cifras decimales, a la cual flota una esfera de 4 cm. de diametro si
estd hecha de un material cuya densidad es 0,5.



49.

50.

51.

52.

53.

54.

(Para qué valores de k serdn ntimeros reales los ceros de p(z) = 2% — 2kz — k — 1.

Sea p(z) un polinomio de grado n con coeficientes reales. Muestre que ninguna recta par-
alela al eje X puede intersectar a la grafica de p(x) mas de n veces.

Utilizando el método de coeficientes separados, dividir los siguientes polinomios:
a) 3x*—22% + 22 — 37 + 1 entre z + 2;
b) 223+ 622 —z + 1 entre x + 2;
c) a*+22%+1 entre x — 1;
d) 2% — 322 + 27 entre 2r — 1;
e) zb— 24 — 3z + 1 entre 2% — 1;
f) 323+ 622 — 22 + 1 entre 2z + 3.
Resp: a) c(z) =323 —822+ 172 —37, r(z) =75 b) c(z)=22?+2z—5, r(z) =11,
c) clx)=a+22+3x+3, r()=4 d) clz)=42>+ 12— Yo+
e) clx)=a3-22 422, r(z)=-2z; f) c(z)=3222-32z-1 r(z)=2.

Utilizando el método de Horner, dividir los siguientes polinomios:
a) 3x*— 223+ 22 — 3x + 1 entre z + 2;
b) 223+ 622 —z + 1 entre x + 2;
c) a*+22%+1 entre z — 1;
d) 2% — 322 + 27 entre 2x — 1;
e) x°—2z* -3z + 2 entre 2% — 1;
f) 6x*+32% — 2z + 1 entre 2z + 3.
Resp: a) c(z) =32% 822+ 172 - 37, r(x) =75 b) c(z)=222+22-5, r(z)=11;
c) clz)=a®+a2?+3z+3, r(@)=4 d) cl@)=32%+ 12> — Lo+ 32, r(2) =2,
e) clz)=a®-22>+z2-2, r(z)==-2x; f) clz)=322—-32-31 r(z)=22

Efectuar las siguientes divisiones por el método de Horner:
a) z*+ 23+ 72% — 62 + 8 entre 2% + 27 + §;
b) 2° —52% + 923 — 622 — 2 + 2 entre 2% — 32 + 2;
c) 2% —y® entre 2® + 2%y + 2y? + 3.
Resp: a) clz)=22—x+1, r(x)=0; b) clz)=a3-222+2+1, r(z)=0;
c) c(z,y)=12°— 2ty +azy* — 5, r(z,y)=0.

Usar la regla de Ruffini para efectuar las divisiones:
a) 23-322+22—1 entre x—2;
b) x*— 1423+ 222 + 49x — 36 entre =z +2;
c) z*+2+x—-2 entre x+3;
d) 2% —23-32z entre z-—3;
e) 32 +222+52x+10 entre z+2;
f) 27 —62° +82% - 322 — Tz +1 entre z+ 1;
g) xt4+102% +2222 — Tz +5 entre z+4;
h) 2%+ 23— 2222 + 152 — 32 entre x — 4;
i) a®—32%+ 16z —44 entre x— 5
j) 22*+92% + 142 +8 entre m—i—%;
k) 6z*+52%+10x —4 entre = — %;
1) 3z*+52°+22 4172 —6 entre z— 3;



35.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

m) 3zt — 1423 — 572 + 652 — 56 entre x — T,

n) 3xt +4023 + 8522 + 972 +99 entre x + 11;
o) 8 —812%—2234+ 1822 +8x —72 entre x —9;
p) 1825 4 202* + 2923 + 5722 + 6 entre 1 + %,
q) z*+223— 1322+ 132 — 21 entre z+ 3;

r) x3+40,42% — 0,187+ 0,33 entre z —0,2.

Calcule el cociente y el resto de la division:
a) 322 —-T7r+5 entre x2—1+1; b) 2 — 2 entre 2% —1;
c) 2°—822—-9x+7 entre xz— 3.

Determine los valores de k, para que el polinomio ¢(z) sea divisible exactamente para p(z):
a) p(x)=krt+ (k* —2)23 — k(k? +2)2® + k2(2 — kH)z + 2k3, q(2) =2 — 1;
b) p(x) = 4kat+(2k>+24k—2) 23+ (12k* 435k —12)2? +6(3k* —k—3)x—9k, q(x) = 22+1;
c) r) = k2ot 4 2k32° + (k4 Da? — 2kz — k%, q(z) =2+ 2;
d) p(z) =22*+ (2k + 3)2® + k(3 — 10k)z? + 3k (2k — 5)z + 9k3, q(z) =z — 3;
e) p(z)= k3x4 + (k4 + k)23 + (k3 — 8k)z? — 4(2k? + 3)z — 12k, q(z) = x + 3;
£) p( — bkat 4+ Tk%x3 + k32% — 8kt + 4k, q(x) = 22 - 1;
g) plz)= ac5 + kat — 6k%2% — 14k32% — 11k — 3Kk°, q(z) = 2% — 22 — 3.

—
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Si el polinomio p(x) = (m +2n — 3)2* + (m — n+ 5)z es idénticamente nulo, encuentre los
valores de m y n.

. N -8
Resp: m=—3, n=3

Hallar m, n y p en la siguiente identidad:
72 —6x+1=m(z—1)(x—2) +n(z—2)(z—3) +plz—3)(z—1).
Resp: m=23, p=-17 n=1

Hallar el valor de m para que la divisiéon sea exacta:

z* — ma’a? + a* entre 2% —azx + a?

Resp: m=-1

;Cuél es el valor de m si el polinomio p(z) = 2% +m(a — 1)z + a?(mx +a — 1) es divisible
entre z —a + 17
Resp: m=-1

Determine el valor de m si el polinomio x® + 322 — 5z + m es divisible entre z + 2.
Resp: m=-14

Dado el polinomio 23 + 222 — a + m, determinar el valor de m para que, al dividirlo por

T+ % se obtenga de resto 1.

. —g_3
Resp: m=a—3



63. Determinar el valor numérico de m, del trinomio 322 +ma + 9, con la condicién de que, al
dividir éste para x + 2, dé el mismo resto que la division de 223 4+ 32 + 3 por dicho binomio.
Resp: m =20

64. Determine m y n si la divisiéon de 2* — 3ax® + a?2? + ma3z + na* entre 22 — ax + a? deja
como resto 7a3z + 3a*.
Resp: m=7 n=1

65.  El primer coeficiente de un polinomio de segundo grado es 2; al dividirlo por z + 2, el
residuo es 0; al dividirlo por x + 3, el residuo es 9. Encuentre el polinomio.
Resp: 222 +2-6

5.7. Meétodos de factorizacion

Factorizacion es la operaciéon que tiene por objeto transformar una expresion algebraica racional
y entera en otra equivalente que sea igual al producto de sus factores primos racionales y enteros.

5.7.1. Factor comun

Los principales métodos para factorizar son los siguientes:

El factor comin de dos o mas expresiones algebraicas es la parte numeérica y/o literal que esté
repetida en cada una de dichas expresiones. El factor comtun puede ser de tres tipos:
A) Factor comin monomio.
B) Factor comun polinomio.
C) Factor comin por agrupacion.

A) Factor comin monomio: Cuando el factor comun en todos los términos es un
monomio.

Ejemplo 5.13  Factorizar la expresion
722209 4+ 48241yt 4 2447

Solucién
El factor comun es 24z%y®, de este modo

242" (32 + 2xy + o)

B) Factor comin polinomio: Cuando el factor comtn que aparece es un polinomio.

Ejemplo 5.14  Factorizar la expresion
(J: 4 1)7($2 4 1)10 _ (.I + 1)5(1,2 4 1)11

Solucion
El factor comtn es (z + 1)%(2? + 1)19, luego

(x+ 1D+ D)(z+1)2 = (22 +1)] = (2+1)°@*+D)P0@24+20+1—-22 1)



(z+1)°(@* +1)°(22) = 22(z+1)°(2* +1)*.
C) Factor coman por agrupaciéon: Sea
wm—i—n +ym+n + (xy)m + (xy)n

efectuando operaciones
agrupando
(@™z™ +2™y™) + (y"y" +2"y")
factoricemos cada paréntesis
(" +y") +y" (Y™ + ")

el factor comun es el paréntesis, asi

(" +y™) (@™ +y").

5.7.2. Meétodo de identidades
A) Diferencia de cuadrados
x2m _ y2n — (xm)Q _ (yn)Q — (xm _ yn)(xm + yn)
B) Suma o diferencia de cubos
x3m :l:y?m — (xm)?; + (yn)S — (xm iyn)(x%n ¥ mmyn + y2n)
C) Trinomio cuadrado perfecto

x2m + 2xmyn +y2n _ (l,m + yn)2

5.7.3. Meétodo del aspa

A) Aspa simple: Se usa para factorizar trinomios de la forma
az® £ ba" ¢

o, de la forma
22+ b £ e

Se descompone en dos factores al primer término, az?” o 2", segtn sea el caso. Se coloca estos

factores en las puntas de la izquierda del aspa. El término in dependiente, incluyendo el signo,
también se descompone en dos factores, los que se coloca en las puntas de la derecha del aspa. Los
factores de la expresion dada son la suma horizontal de arriba y la suma horizontal de abajo. El
término central debe ser igual a la suma de los productos en aspa.

Ejemplo 5.15  Factorizar la siguiente expresion
" 4 T2 + 12

Solucién

El término z*" lo descomponemos en dos factores: 22" y z2™. El término independiente lo de-
scomponemos en dos factores: 4 y 3. Se coloca los factores en la punta izquierda y derecha del
aspa:



El término central es la suma de los productos en aspa
322" + 42" = 72"
Los factores son las sumas horizontales de arriba y abajo
o4 4 TP 412 = (22" + 4) (2" + 3)
B) Aspa doble: Se usa para factorar polinomios de la forma
az®™ £ bx"y" £ ey’ £ da" £ ey £ f

y también para algunos polinomios de cuarto grado. Se ordena en forma decreciente para una de
las variables; luego, se traza y se ejecuta un aspa simple para los tres primeros términos con trazo
continuo. A continuacion y, pegada al primer aspa, se traza otro, de tal modo que el producto de
los elementos del extremo derecho de este aspa multiplicados verticalmente sea el término inde-
pendiente.

Primer factor: suma de los elementos tomados horizontales de la parte superior.

Segundo factor: suma de los elementos tomados horizontalmente de la parte inferior.
Ejemplo 5.16  Fuactorizar la siguiente expresion
122% — Tay — 10y® + 59y — 152 — 63

Solucién

Tomando los tres primeros términos:
1222 en dos factores: 4z y 3z

—10y? en dos factores: —5y e 2y
—63 en dos factores: =9y 7
Verificamos los términos:

8zy — 152y = —T7xy segundo término
45y + 14y = 59y cuarto término
—36x 4+ 21x = —15x quinto término
Luego, la expresion factorizada es

4z — 5y + 7)(3z + 2y — 9).

5.7.4. Meétodo de evaluacion

Este método se aplica a polinomios de una sola variable que se caracteriza por anularse para
algunos de los divisores de su término independiente afectado de doble signo, o alguna combinacion.

Ejemplo 5.17  Factorizar la siguiente expresion
20 + 23 — 922 —dx +4

Solucién
Los ntmeros de prueba son +1, +2, +4, :i:%. Dividiendo p(z) sucesivamente entre los factores
obtenidos por el método de Ruffini:
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Después de la divisioén se obtiene:

px)=(x+1)(z—2)(z+2)(2xz — 1)

5.7.5. Meétodo de artificios de calculo

A) Reduccion a diferencia de cuadrados: Consiste en sumar y restar una misma cantidad
a la expresion dada para transformarla en una diferencia de cuadrados.

Ejemplo 5.18  Fuctorizar la siguiente expresion:
2t + 202 + 9yt

Solucién
Sumamos y restamos 4x2y?:

ot 622y + 9yt — 422y = (2® + 3y — 42y = (2 +39°)% — (22y)?
Realizamos la diferencia de cuadrados:
(2% + 3y — 2zy)(2? + 3y°* + 2zy).

B) Sumas y restas: Consiste en sumar y restar una misma cantidad de tal manera que se
forme una suma o una diferencia de cubos.

Ejemplo 5.19  Factorizar la expresion:
o+t 41

Solucién
Sumamos y restamos x3 + 22 + x:

4t @)+ 11— (@ 422+ a)

e N N I S R
Agrupamos
(a2t +2®) (P o +1) - (2 +2° 1)
Sacamos factor comin
B+ D)+ @ +r+1)—x@+z+1)
(23 —x+1)(2® +2+1)

C) Cambio de variable: Consiste en cambiar una variable por otra, de manera que se
obtenga una forma de factorizacion conocida, o que tenga una forma mas simple.



Ejemplo 5.20  Factorizar la expresion:
1+z(x+1)(x+2)(x+3)

Solucién
Agrupamos:
L+ [z +3)[(z+1)(z+2)] = 1+ @*+3z)(2* +3z+2)

Haciendo 2 + 32 = y, obtenemos
I+yly+2) = v’ +2y+1 = (y+1)>
Sustituimos la variable

(z* + 3z +1)%

5.7.6. Factorizacion reciproca
Polinomio reciproco: Es aquel cuyos coeficientes equidistantes de los extremos son iguales:
Az* + Ba® + Ca® + Bz + A.
Ejemplo 5.21  Factorizar la siguiente expresion:
62" + 52° + 627 + 5z + 6

Solucién

Extraemos z2

como factor comin:

62 +5x+6+5+ 6)

A
D))

= y? — 2. Sustituyendo

Ordenando

Haciendo = —|— L — 4, entonces z?2
z?[6(y* — 2) + 5y + 6]
Efectuamos la multiplicacién dentro de los corchetes
*(6y* + 5y — 6)
Factorizamos el paréntesis por el aspa simple, entonces
@*(3y —2)(2y + 3)

Reponiendo x

pleed) Al led) o = o () ()

(322 — 22 + 3)(22% + 32 + 2).

5.8. Tarea

1.  Factorar las expresiones:



a) 2ab— 2bc —ad + cd + 2b* — bd;

b) JjSm _ 9x3my4n;
c) d’(z—y)+b*(y—1z) -z —y);
d) 2a32® — 2% — ab + 2b3y3 + b6 + 455

e) l+ay+alz+y)—alzy+1)—z—y;
f) ifa"b'z+ %
g) 2a%y’® + aby® — aby® — 2a%y>;

Resp:

a) (a+b—c)(2b—d);

b) xSm(xm + 3y2n)( m 3y
c) (a2—b2—02)($—y)'

d) —(23+y>—a®+b3)(2® -y —a® - b?);
e) (I1—a)(z—-1)(y—1);

f) 4—10abx(3x + 2a2b)

&) ay(y+1)(y—1)(2a+b)
(a+b)(b+5);

)

Factorar las expresiones:

a) 3622 — 84xy + 499>,

(r — 3y)? — 1622

c) (z+2y)* - 43z —y)*

28 — 256;

e) zSrn _ 9x3my4n;

£) 26+ 1423 4 49;

g) (z+y)°+(x—y)*

h) (z+y)? +6a(z +y) + 9a*;
i) 2% — 6495,

j) 32210 4y,

k) fa"b'z+ Fa®bPa? + 2abat;
1) 125a — 343b%;

m) (2a —3b)? — (3a — 2b)%;

Resp:

a) (6z—Ty)*

b) (1‘—3y—|—4z)(x—3y 4z);

c) Tz (4y 5x);

Q) (a+2)@ - 2)a? +4)(a* + 16);
e) z’m(z™ +3y2”)( —3y*");
£) (23 +7)%

g) 2x(a? +3y)

h) (z+y+3a)?%

i) (z+2y)(x — 2y)(z? + 22y + 4y?)(2? — s)

22y + 4y?);

j) (222 +95) (162 —825y5 +42ty10 — 222y + u) (1062 +1)(106% 4 v/30b+1)(10b% —

y20);

513,24 27,3323 | 27 3 4.
a’b’z® + 55a°b*z° + Fabr®;

h) 5a+ ab+ 5b+ b?;

i) bax + 3by — bay — 3bx;
j) 3a® — 6a*b + 3a3b?;

k) 5a°6° + 5a2b?;

) ax —bx+by+cy—cx
m) 4a® — c* — 2ac — &

n) 2a°c® + abc® — abe® — 2a°c3.

— ay;

i) (z—y)(5a - 3b);

j) 3a’(a—1b)%

k) 5a%b(a + b?)(a® — ab® + b*);
) (a—b- o)z )

m) (2a+c?)(2a —c—c?);

n) ac3(2a*c® — 2a + bc? —b).

n) (a—0b)>—8b3%

o) 36a%b* — 100;

p) (a+2b)% —4(3a —b)?
q) 8a®+ (b—2a)%

r) 9(a—3b)? —16(b — 2a)?%
s) 25— 49a%b5¢4;

t) (2a—b)® — (3b—a)?;
u) 1+ 10000

v) 8(a—b)3 +27(b— 2a)3;
w) a3b®c? — 8dS;

x) 5a°b% + 5a?b?;

y) a3 —27¢3;

z) 4a®b* — 812,

k) s5abz(3z + 2a2b)3;

1) (5a — 7b)(25a? + 35ab + 49b?);
m) 5(a+b)(b— a);

n) (a—3b)(a®+ 3b°);

o) 4(3ab+ 5)(3ab — 5);

p) T7a(4b— 5a);

q) b(12a® — 6ab + b?);

r) 5(a+b)(13b — 11a);

(Tab3c? +5)(5 — Tab®c?);

t) (3a — 4b)(3a® — 3ab + Tb?);
V300 +
1);



5.

v) (b—4a)(52a% — 62ab + 19b%);

w) (ab?c® — 2d?)(a?b*c® + 2ab%c3d? + d*);

x) 5a?b*(a + b?)(a® — ab® + b%);

Factorar las siguientes expresiones:

a) 622+ Tz — 3;
b) 622+ 19z + 10;
c) 2x?—Tx—15;
d) 622+ 5z + 1;
e) 22+ 9z + 10;
£) 322+ 162 + 16;
g) 322 — Tz +4;
h) 22+ 4z — 5;

i) 22 +2z—6;

j) 22?2 —Tx +3;

Resp:

a) (3z—1)(2z + 3);
b) (224 5)(3z + 2);
c) (xz—5)(2x+3);
d) Bz+1)(2x+1);
e) (z+2)(2xz+5);
) Bzr+4)(z+4);
g) (Bz—4)(z—1);
h) (z—1)(z+5);
i) (x+3)(z—2);
j) (z—=3)(2z —1);
k) (mz—n)2x + n);

Factorar los siguientes polinomios:

a) 202 +ay—x—y?+2y—1;

b) 22?2+ 31 —2y% —y + 1;

c) 222+ 3xy—6x +y? — 4y +4;
d) 222 — 6xy + 9z + 4y — 12y + 9;
e) 2?2 —ay—3x—6y> —y+2;

Resp:

a) 2e—y+1)(z+y—1);
b) (x+y+1)(2x —2y+1);
c) x4+y—2)(x+y—2);
d) (2o —2y+3)(x—2y+3);
e) (r+2y—1)(x—3y—2);
f) 2e—4y+1)(z+y—2);

Factorar los siguientes polinomios:

y) (ab— 3c)(a?b? + 3abc + 9c?);
z) (2ab* +9c)(2ab? — 9c).

k) 2ma®+ (mn —2n)x —n?;
1) 4m2z? + 2max — 2;

m) m?x? + dma + 3;

n) mz?+ (m+n)z+n;

o) 3mz?+ (mn+ 3)x +n;
p) 222+ 3nz + n?;

q) ma?— (mn—n)x —n?;
r) m2z% — mx — 6;

s) ma?+ (2mn — 1)z — 2n;

t) 2nz?+ (2n? — 1)z —n.u) 64(a—b)>+1.

D) (2mz—1)2mx + 2);

m) (mzx+ 1)(mz + 3);

n) (mz+n)(x+1);

o) (3x+n)(mz+1);

p) (2z+m)(z+n);

q) (z—n)(mz+n);

r) (mz+2)(mx—3);

$) (o+2n)(ma — 1);

t) (z+n)2mx—1);

u) (4a—4b+1)(16a%—32ab—4a+16b>+4b+1).

f) 222 —2xy —3x — 4y® + 9y — 2;
g) 22+ayt+a-—12y2+ 11y —2;
h) 222 +5xy + 3z —3y? +2y + 1,
i) 22 +52—y?+y+6;

i) 32% —Taxy +5x — 6y% + Ty — 2.

g) (z—-3y+2)(z+4y—1);
h) (z+3y+1)Q2z—y+1);
i) (z4+y+2)(xz—y+3);

) Bz+2y—1)(z-3y+2).



a) z?— 1023 + 3622 — 5dx + 27;
b) 2%+ 923 + 1122 — 81z — 180;
c) a*— 3222+ 256;

d) 36x* —362% — 2% + 92 — 2;

e) xzt—4x® —522% + 112z + 384;

Resp:

a) (w—l)( 3)%;

b) (z+3)(@=3)(z +4)(z+5);
c) (z+4)%(x—4)%

d) (2z+1)(2z—1)(3z—1)(3z —2);
e) (z+2)(xz—4)(x+6)(x—2_8);

Factorar los siguientes polinomios:

a) 2x°+9z% — 262 + 62+ 9;
b) 2° —42* + 2% + 1022 — 4z — 8;

c) %+ Txt — 323 — 7922 — 462 + 120;

d) 42® -7+ 2%+ 32— 1;
e) 2°—3x* — 823 4 2422 + 162 — 48;

Resp:

a) (r—1)%(z+3)%(2z +1);

b) (z+ 1)2( -2)%;

c) (z—1)(z+2)(z-3)(z+4)(z+5);
d) (z—1)(z+2)*2z—1)%

e) (z—3)(z+2)*(z—2)7%

Factorar los siguientes polinomios:

a) 20— 2% — 112* + 1723 + 2222 — 52z + 24;
— 962° + 1362* + 4823 — 7T12% — 62 + 9;
— 6423 + 22422 + 5122 + 256;
— 7222 — 27z + 2T;
— 11523 + 5522 + 111z — 72;

b) 1625
c) 5+ 22° — 312t
d) 2% —152° + 272 + 2623
e) 4a°+322° — 1527

f) 4a* — 2522 + 36;

g) % —2023 + 14022 — 400z + 384;
h) 2%+ 423 — 3422 — 762 + 105;

i) ot + 1623 + 8622 + 1762 + 105.

£) (z+2)(x—2)(2x+3)(2z — 3);
g) (z—2)(z—4)(z—6)(z —8);
h) (-1 +3)(x—5)(x+7);
i) (@4+1D(x+3)(x+5)(z+7).

f) 2° —3z' —52% 4 152% + 4o — 12;
g) 2°—at —223 + 222+ -1

h) 2% — 2% — 823 + 822 + 16z — 16;

i) 22° — 2% — 362 + 1822 + 162z — 81.

) (@+)(z—-1(xz+2)(x—2)(z—3);
g) (z+1)2(z-1)%

h) (z—1)(z+2)*(z —2)%

i) (x4 3)2(z—3)%(2z —1).

f)  362% + 602° — 832* — 1202 + 8322 4 602 — 36;
g) 84+ 182° + 1272* + 44423 + 79922 + 690 + 225;
h) 26 — 725 — 32* + 15123 — 51422 + 7087 — 360;

i) 3226 4+ 11225 + 322* — 5623 — 2222 + T2 + 3;

j) 8120 + 32425 + 3062*
Resp:

a) (z+2)(x+3)(x—1)%(x —2)%
b) (z—3)2(2x+1

c) (z+1)? )

d) (z+1)%(x —3)3(2x —1);

e) (z+38)(x— 1)3(2x—|—3)2,

f) (z+1)(x—1)2x+3)%(3z - 2)

— 7223 — T1x? + 4z + 4.

g) (z+1)%(z+3)%(x+5)%
h) (2 +5)(z —3)*(x — 2)
i) (r+3)(2x—1)%(2z +1)3
j) (x+2)2Bx+1)%(3z — 1)



8.

Factorar los siguientes polinomios:

a) 223 — 2%y —2xy? +y3; f) 2z* — 523y + bay® — 2y
b) 2%+ 323y — T2%y? — 27Txyd — 18y4; g) ot —132%y% + 36y*;
c) 62+ 11z%y — zy? — 6y3; h) 4da* + 423y — 392%y% — 362> + 27y
d) 4dx* —172%y? + 49 i) 2% —22%y — ay® + 2¢°.
e) 6xt — 513y — 202%y? + 2523 — 6y*;
Resp:
a) (z+y)(r—y)(2z—y); f) (+y)(z—y)2z—y)(z—2y);
b) (z+y)(z+2y)(z + 3y)(z — 3y); g) (z+2y)(z —2y)(z + 3y)(z — 3y);
c) (z+y)(2z+3)(3z — 2y); h) (2 +3y)(2z — y)(z — 3y)(2z + 3y);
d) (z+2y)(z —2y)(2z +y)(2z — y); i) (z+y)(@—y)(z-2y).
e) (z+2y)(z —2y)(z +3y)(z — 3y);
Descomponer en factores:
a) zt-1; n) z'+2%+1;
b) 2% —1; o) z¥+at+1;
c) 25+1; p) 22t + 2% +42% + 2+ 2
d) z*—1822+381; q) 2*+ 323+ 42? — 62 — 12;
e) z'2—226+41; r) (224+a2+3)(2?+a+4) 12
f) 25423 2% -1, s) 2 +a3—a2—-1;
g) xt4223 22 -1, t) 22%y+day?—a?ztaz? -4y’ +2y2? —dayz;
h) dy?2? — (v + 2% —a?)% u) (zy+az+yz)(z+y+2)—ayz
i) 2% —2%y? + 94 v) z(y—22)%+y(z—22)2—22(z+y)*+8zyz;
j) ot +42? -5 w) 2322 -17)% - 363@,
k) dxt+ 522+ 1; x) (x +y)° — (2 + 9°);
1) 2t (1t )e? + oy Y) wly—a)+ 200 ) 4+ 222w — 2);
m) x*+4 324; z) 8x3(y+2) —y*(2x + 2) — 23(22 — y).
Resp
a) (o= 1)+ 1)+ 1)
b) (z—1)(z+1)(2? +x+1)(x —x+1);
c) (22 +1)(2®+3x+1)(2? — 3z +1);
d) (z-3)*(z+3)%
e) (x—1)2%(x+1)2(2%+2+1)2%(2% -2+ 1)
f) (z-D@@*+1D)(2*+z+1);
g) (- 1)(+1)%
h) (w-—y+z)@+ty—2)(—z+y+z)(@+ty+2);
) (2% +ay+y°) (2 -2y +y°);
j) (@ +1)(z—1)(2* +5);
k) (224 1)(42% +1);
) (5= 1)+ 12— ay);
m) (m + 6z + 18) (2% — 6z + 18);
n) (2> +ax+1)(2? -2+ 1);
o) (?+x+1)(z? —x+1)(x? +V3zx+1)(2? — 3z +1);

P)

(2% + 1)(222 + x + 2);



q) (z+V2)(z —v2)(z* + 3z +6);

r) z(x+1)(2? x—i—?);

§) (z—1)(@®+1)(a®+ 2+ 1);

6) (z+20)2y— 2)(x — 2);

W (@4 )y + 2+ o)

V) (z—22)(y - 22)(x + y);

w) z(z —1)(z +1)(z - 2)(z +2)(z - 3)(z + 3);
x) Szy(z +y)(@® +zy +y?);

y) (@=y)y—2)(z—x)(zy +yz + 22);

2) (y+2)(22—y)(20+2) (20 +y—2).

10.  Descomponer en factores:

a) (z+y+2)°— (@ +y°+27); ) @4y = (7 £ 277 = (@ = 22)%
b) z* +9; k) a* + 223y — 32%y? — day® — o

c) 2*+yh 1) 2%y? +ay? + 222 + %2 + y2? + 3ayz;
d) 23 +52%2+3r—9; m) 2% +yt+ 2t — 22%y? — 22222 — 29222
e) z(z+1)(z+2)(x+3)+1; n) 2°+at+ad+a2+a+1;

f) (z4+1)(x+3)(z+5)(x+7)+ 15; o) at+223+432% +22+ 1,

g) 2(z%+22x-1)2+5(2+2x—1)(22+1)+ p) z* - 223y — 822y — 62y — ¢*;

2(z% +1)%; q) 2t + 22+ V2 +2

h) (z-y)2® — (2 - 2)y° + (y — 2)z”; r) z'%+a%+ 1

i) (z—y)P+W—2)73—(z—2)7%

Resp:

a) 3(z+y)y+2)(z+a); k) (2% —ay —y?*)(a® + 3zy +°);

b) (2 + V6r + 3)(2® — V6z + 3); ) (¢+y+z)(ey+yz+2);

©) (2% + V2ry +y*)(a® — V2ry +%); m) (z+y+2)(@ty—2)(@-y+2)(@—y-2);
d) (z-1)(z+3)% n) (z+1)(@2+z+1)(2?—z+1);

e) (x2+3x+1) o) (22 +z+1)%

£) (v +2)(c+6)(c? + 8z + 10); p) (z+y)%(a?—day —y?);

g) (322 +4x —1)(32% + 2z +1); q) (22 —|—\ffc—|—1)(x —\fx—i—Z);

h) (x—y)(y—2)(x—2)(z+y+2); r) (@®+ax+1D) (22" +2d -2t 2 -2 +1).

i) 3(z—y)(y —2)(z — x);
i) 3@+ 2)(@—2) @ + ) +2%);

5.9. Maximo comin divisor y minimo comin multiplo

Si los nimeros naturales p; y p2 son divisibles por un mismo nimero natural p, este ultimo se
denomina divisor comtiin de los ntimeros p; y p2. El ntimero natural maximo por el que se dividen
p1 ¥y p2 lleva el nombre de maximo comun divisor (MCD) de dichos nimeros. Si el MCD de dos
ntmeros es igual a la unidad, se llaman reciprocamente primos.

Si los niimeros naturales p; y pa son reciprocamente primos y el nimero natural p es divisible
tanto por p; como por po, entonces p se divide por el producto pips.



Se llama minimo comun multiplo (mem) de dos nimeros naturales p; y pe un ntimero natural
minimo que es divisible por p; y por ps.

Es decir, el mecm de dos ntimeros se obtiene multiplicando cualquiera de ellos por el cociente de
dividir el otro por el MCD de ambos. Si éstos son primos entre si, el mem es su producto.

Para determinar el MCD (mcm) de varios enteros, calcilese el MCD (mem) de dos de ellos;
después el MCD (mcm) de éste con un tercer entero, y se sigue asi, sucesivamente, hasta haber
utilizado todos los enteros dados. El ultimo MCD (mcm) calculado es el MCD (mcm) buscado.

5.9.1. Divisiones sucesivas

Definicion 5.12 Maximo comun divisor
El mdximo comin divisor (MCD) de dos o mds polinomios, es el mayor divisor posible de todos
ellos.

Dos polinomios pueden ser divisibles por un mismo polinomio, que se llama entonces comun
divisor.

De todos los divisores comunes de dos polinomios, se asigna especial interés al divisor comin
de grado maximo. Esta expresion se denomina méaximo comin divisor. Veremos a continuacion
que el maximo comin divisor es esencialmente tnico, y que puede encontrarse por una serie de
operaciones regulares.

Sean dos polinomios dados p(x) y ¢(z). Dividiendo p(z) por ¢(z), sea ¢(x) el cociente y r(x) el
resto tal que

p(x) = c(x)q(z) +r(x)

Si 7(z) no es un polinomio idénticamente nulo, podremos continuar dividiendo ¢(z) por r(z),
obteniendo un cociente ¢;(x) y el resto r1(z) tal que

q(x) = er(z)r(z) + ri(z)

Nuevamente, si r1(z) no es idénticamente nulo, la divisiéon de r(x) por ri(x) lleva a otra iden-
tidad

r(z) = c1(x)ri(x) 4+ ro(x); .. etc.

Desde que el grado de los polinomios (), r(x), r1(x), ... disminuye y las operaciones pueden
continuarse mientras el tltimo resto obtenido no sea un polinomio idénticamente nulo, debemos
llegar a un resto r,(x) que divida exactamente al resto precedente, de manera que tendremos n

identidades:
p(z) = c(z)q(x) + r(z)
q(x) = cr()r(z) +ri(x)
r(z) = ci(z)r1(z) + r2(x)

~ —

Tn_2(z) = cn_1(2)rn_1(x) + ()
Tn—1(x) = cp(x)ry ().

De estas identidades puede inferirse lo siguiente:
a) Que r,(z) es un divisor comun de p(x) y ¢(x).



b) Que cualquier divisor de estos polinomios divide a 7, (z).

Se cumplen en las expresiones literales las siguientes propiedades:
1.- El MCD de dos o més expresiones enteras es el producto de sus factores primos comunes,
numéricos y literales, elevados a las potencias de menor exponente que de ellos aparezcan en la
descomposicién de dichas expresiones.
2.- Toda cantidad entera que divida a dos o més expresiones enteras, divide también al MCD de
estas.
3.- Si dos o mas cantidades enteras se multiplican o dividen por una misma cantidad, el MCD
quedara multiplicado o dividido por la misma.
4.- Si dos o mas expresiones enteras se dividen por su MCD, los coeficientes seran primos entre
si.
5.- El MCD de dos o mas expresiones enteras no varia aunque se multiplique o divida una de ellas
por otra cantidad entera prima con las restantes, ya que entonces los factores primos comunes de
dichas expresiones serén los mismos después de la multiplicacién o divisiéon por la cantidad prima.
6.- El MCD de tres o mas expresiones enteras es el mismo que el de todas ellas, excepto dos, y
el MCD de estas dos.

Para hallar el MCD de polinomios deben tenerse en cuenta los siguientes principios:
i) El MCD de dos polinomios, cuando la division es exacta, es el divisor, lo cual es evidente.
ii) El MCD de dos polinomios, cuando la division es inexacta, es el mismo que el del divisor y el
resto, siempre que el cociente y el resto obtenidos sean enteros.

Ejemplo 5.22  Encuentre el med de los siguientes polinomios:

p(z) = 26 +22° + 23 + 322 + 3z + 2
qx) =t + 423 + 422 — 2 -2

Solucién

El primer paso para el desarrollo del algoritmo de Euclides es dividir p(z) por ¢(z). La division se

realiza con los coeficientes separados como sigue:

1 2 0 1 3 3 2 1 4 4 -1 =2
-1 -4 -4 1 2 1 -2 4
-2 -4 2 5)
2 8 8 -2 -4
4 10 3 -1 2
-4 -16 -16 4 8
-6 =13 3 10

El primer resto es

r(z) = —62° — 1322 + 3z + 10

Ahora tenemos que dividir p(x) por r(z). Esta division introducira coeficientes fraccionarios y, para
evitar este inconveniente, podemos multiplicar ¢(x) por 6; de esta manera s(x) estara multiplicado
por una constante, la cual no tiene importancia para nuestro proposito. La siguiente operacion es,
por lo tanto:

6 24 24 -6 -—12 —6

-6 -13 3 10 ~1
1 27 4 -12|

-13 3 10
—11




Nuevamente, para evitar fracciones, multiplicamos los niimeros de la tltima fila por 6; esto cambia
el resto final de manera que en lugar del s(z) que obtendriamos por el procedimiento normal,
tendremos s(x) multiplicado por una constante. La operacion continua asi:

66 162 24 -T2
—66 —142 33 110
19 57 38

Todos los coeficientes tienen aqui el factor 19; simplificando podemos tomar como s(z), al siguiente
polinomio
s(x) = 2% + 3z + 2

Téngase en cuenta que en la fila en la que se escriben los coeficientes del cociente, los ntimeros
ya no representan dichos coeficientes. Pero esto no tiene importancia, ya que no nos interesan los
coeficientes, sino solamente los restos y de estos no nos preocupan los factores constantes. Ahora
tenemos que dividir r(x) por s(z). Esta division se realiza de la siguiente manera:

-6 —13 3 10 1 3 2
6 18 12 -6 5
) 15 10
-5 —15 -10
0 0 0

Este procedimiento finaliza con resto nulo. Por lo tanto las operaciones terminan aqui y el MCD
pedido es:
22 + 3z +2

Definicion 5.13 Minimo comun mailtiplo
El ménimo comin miltiplo (mem) de dos o mds polinomios, es el menor polinomio distinto de cero
que es maltiplo de todos ellos.

El minimo comtn multiplo (mcm) de dos o més polinomios, es el menor polinomio distinto de
cero que es miltiplo de todos ellos.

Si el producto de dos polinomios lo dividimos por su MCD, el cociente es el minimo comun
multiplo.

El calculo del minimo comin multiplo de mas de dos polinomios, consiste en hallar el de dos
de ellos y después hallar el mem del siguiente polinomio con el mem de los dos primeros y asi
sucesivamente hasta el iltimo polinomio.

Ejemplo 5.23  FEncuentre el mem de los siguientes polinomios:

p(x) = 25 +22° + 23 + 322 + 32 + 2
q(z) =2 + 423 +42% — 2 - 2

Solucién
El mcm lo calculamos de la siguiente manera: multiplicamos los dos polinomios

p(2)q(z) = 2% 4+ 627 + 122% + 827 + 32° + 152° + 252% + 152 — 22 — 8z — 4
Dividimos este polinomio para el MCD =22 4 3z + 2 y obtenemos

mem =22 + 327 + 2% — 2 + 42 +52% + 222 — 2z — 2



5.9.2. Por factorizacién

En el caso menos frecuente en que se dan polinomios en forma factorizada, su MCD se calcula
por el procedimiento ordinario. En efecto, éste es el producto de todos los polinomios primos que
se encuentran en las diversas factorizaciones, pero con exponentes iguales al menor de los que
aparecen en cada una de las descomposiciones en irreducibles. Este procedimiento es relativamente
limitado.

Ejemplo 5.24  Encuentre el MCD de los siguientes polinomios:

p(x) =28 — 220 + 2% + 222 — 2 -1
glx) =28+ 25+t —x -2

Solucién
Factorando estos polinomios dentro de los reales, obtenemos:

p(z) = (z+1)(z—1)(2* + 1)(2* —22° + 2+ 1)

qz) = (z+ Dz -z +1)(* + 2 +2)

Por lo tanto:
MCD = (z + 1)(z — 1)(2* + 1).

El mem de dos polinomios distintos de cero p(z) y ¢(x) es el polinomio h(x) con coeficiente
inicial uno que es divisible por p(z) y ¢(x) y cuyo grado es el menor de todos los grados de aquellos
polinomios no nulos divisibles por p(x) y ¢(z). Puede verse que si ag, by son los coeficientes iniciales
respectivos de p(z) y q(z) respectivamente y si d(x) es su MCD, entonces

p(z)q(x)

aobod(fﬂ)
es su mem h(z). El mem de un conjunto de polinomios p;(z), pa(z), ..., pr(x) puede calcularse
usando la propiedad de que si h;(z) es el mem de pq(x), p2(x), ..., pi(z) entonces el mem de p; (),

p2(2), .o Pi(2)pit1(z) es igual al mem de hy(z) y pita(z).

Ejemplo 5.25  Encuentre el mem de los siguientes polinomios:

p(x) =28 — 220 +2° + 222 — 2 — 1
gx)=a8+ a5+t —x -2

Solucién
Factorando estos polinomios dentro de los reales, obtenemos:

p(x) = (z+1)(z—1)(2* + 1)(2* — 22 + 2+ 1)

q(z) = (z+1)(z = 1)(@® + 1) (=" + 2 +2)

Por lo tanto:
mem = (z +1)(z — 1)(z% + 1) (2* — 22° + 2+ 1)(z* + 2 + 2).



5.10. Tarea

1.  Determine el MCD y mcm entre los polinomios:
) plx) =2 —a* —22% + 222 + 2 — 1
a
q(z) = 5z — 423 — 62% + 4z + 1
b) {p(m) =22% + 223 — 322 — 20 + 1

q(x) =23+ 222 + 22 + 1
3-3z-2 ;

d) p(r) =22° + 4ot + 23 — 22+ 2+ 1
q(z) = 62° — 2% + 23 + 222 —z + 1

o) {p(m):2$6+3x5+x4+7x3+4x2+4x+5 _
glr)=at—a3 -2 -1 ’

5 {p(:c) — 1028 — 925 — 1224 + 22—z —1
qz) =4x® + 2t — 723 — 822 —x + 1 ’
p(r) =23 — 322 +4 .

g) {q(m):w3 222 —x+2

h) {p(w):x4 =T+ +6
qlr) =23 + 22 — 4 — 4 ’

. p(x) =23 -2z +4

i) q(z) = 25 — 22* + 423 + 2% — 22 + 2

) p(r) =23 + 422 — 72 — 10

J) {q(x)—x37x+6 3

2. Determine los valores de k, para que x — k sea el MCD de los polinomios p(z) y ¢(x). ;Cual
es el mem?:

) p(x) = 2% — 623 + 922 + 4o — 12
a >
q(z) = 2* + 623 + 522 — 241 — 36
b) {7
q

=2t + 423 + 227 — 42 -3
xt + 823 + 222 — 80z — 75

3. Determine los valores de k, para que x2 + kx +k sea el MCD de los polinomios p(z) y q(z).

;,Cuél es el mem?:

) {p(x) =% — 22* — 1123 + 1522 + 18z + 27
a

T

(z)
()

qlx) =2°+22* + 2% —2? —22 -1
b) p(z) = 25 + 2* — 523 — 1522 — 162 — 6
q(z) = 25 4+ 32* — 23 — 522 — 42+ 6



4.

10.

Determine los valores de k, para que el polinomio h(z) sea el MCD entre los polinomios
p(x) y q(z). ;Cual es el mem?:

p(z) = kz* — (10k — 3)23 + (25k — 29)2% + 652 + 25

a) < q(x) = kxt + (10k + 3)a® + (25k + 31)2® + 85z + 25
h(z) =222 +3x + 1
p(x)z +(k—1a3 - (k—4)22+ Bk - 1)z + 3

b) < q(x)=2*+ (k—2)2® - 2(k + 7)z? — (15k + 2)z — 15
h(z)=a2*—-3x+1

Hallar el MCD de tres polinomios P, P, P3, si se conoce que el MCD de P, y P» es
22—z —2yel MCD de P, y Ps es z* + 522 + 8z + 2.
Resp: x4+ 1.

Dada la fraccion
% +2az? + (2a + 1)z + 6

x3 + 2bx? + (2b+ 1)z + 10
Hallar a y b para que sea simplificable. Determinar el MCD del numerador y denominador

si se sabe que es de la forma z2 + pz + q.
Resp: MCD=2’4+2+2,a=2yb=1.

Hallar a y b y el MCD para que la fraccién simplificada sea

23+ (a+2)22 + (2a — 15)r — 15a =+ 2

34 (b+2)a2+ (2b—15)x — 156  x+1

Resp: MCD =22 +2z—15,a=2yb=1.

El MCD entre Py y Py es (x +2)(z — 1), y su mem es (x — 1)%(2? — 4)(x — 3). Determinar
P, si se conoce que P; es 2 — 3z + 2.
Resp: 2% — 423 — 22 + 162 — 12.

El MCD y el mcm de dos polinomios P; y P> de igual grado son respectivamente x + 1
y 23 + 222 — x — 2. Si se conoce que el término independiente del polinomio P es positivo,
determinar P = 2P, — 3P5.
Resp: —z? -9z —8.

Hallar dos polinomios de cuarto grado si:

MCD = 223 — 222 + 22 — 2
mem = 22° — 4zt — 2z +4

Resp: pi(z) = 22* + 2, pa(z) = 22% — 62° + 622 — 62 + 4.



11.  Tres polinomios de igual grado tienen como MCD a 222 4+ z — 6 y como mcm 22° — 32% —
1023 4 1522 + 8z — 12. Determine dichos polinomios.
Resp: pi(x) = 22% + 322 — 5z — 6, pa(z) = 223 — 2% — 7o + 6, p3(x) = 22° — 322 — 8z + 12.

12.  EIMCD de P(z) y R(z) es 22 + 2 + 1 y el mem de los dos polinomios es 2% + 23 — 2 — 1.
Hallar 2P(x) — 3R(x), si se conoce que los polinomios P(z) y R(x) son de igual grado.
Resp: —z3 — 622 — 62 — 5.

13.  Determine P5(x) si se conoce que:

MCD = (2z + 3)(x — 5)
p1(x) = 3z + 3)(2? — 12z + 35)
mem = 2(x? — 12z + 35)(22% — Tz — 15)

Resp: p2(x) = (22 + 3)(z — 5)(2z — 10).

5.11. Fracciones algebraicas

Si no se indica explicitamente la region en la que se estudia cierta igualdad, entonces ésta se
examina en el dominio de dos expresiones que figuran en los miembros primero y segundo de la
igualdad. Por ello, en adelante no se indicara explicitamente la region en la cual se verificara una
igualdad, tomando en consideracién que ésta es valida en el dominio de dos expresiones que figuran
en los miembros primero y segundo de la igualdad.

En una serie de casos se necesita representar una fracciéon en forma de una suma de fracciones
con denominadores més simples. Esto puede realizarse solo en el caso cuando el polinomio en el
denominador de la fraccion se descompone en un producto de polinomios de grado menor.

Definicion 5.14  Fracciéon algebraica
Se denomina fraccion algebraica una expresion racional fraccional que es el cociente de la division
de un polinomio por otro.

La fraccion algebraica que representa el cociente de la division del polinomio p(z) por otro

polinomio ¢g(x) se escribe frecuentemente como pE;, con la particularidad de que el polinomio
q(zx

p(z) se denomina numerador de la fraccion algebraica, y el polinomio ¢(z), denominador de la
fraccion.

A continuacion se dan algunas de las propiedades més importantes sobre la igualdad de las
fracciones algebraicas:

1. Sise designa la fraccion algebraica pgl’i con el polinomio h(x), donde g(x) # 0, son equivalentes
q(x

las igualdades

p(x) r(z)

2. Dos fracciones —= y

q(z) © h(z)

, donde ¢g(z) # 0 y h(x) # 0, son iguales si y sélo si, se verifica la
igualdad



3. En la fraccion algebraica M, donde g(x) # 0, se verifica la igualdad

q(x)
p) @) __ pla) )]
q(z)  [—q(=)] [—a(x)] q(z)
4. Para cualquier polinomio h(x) # 0, en la fraccion algebraica pEx;’ se verifica la igualdad
q(x
pa) _ pla)h(a
q(z)  q(@)h(z
g . plx) : :
5. En la fraccion algebraica ﬁ’ donde ¢(x) # 0, se verifica la igualdad
q(x
p(z) 1
O\ ()
@ " @
1
6. En la fraccion algebraica ———, donde p(z) # 0y g(x) # 0, se verifica la igualdad
p(z)q(x)
I T |
p(x)q(z)  plz) qlz)
: . p@) aq(@) . .
7. En las dos fracciones algebraicas ﬁ y ﬁ’ donde p(x) # 0y g(x) # 0, se verifica la igualdad
a\r plxr
plx) 1
g(x) 2@

Haciendo uso de las propiedades de adicién y multiplicacion de las expresiones algebraicas y de
las propiedades de fracciones algebraicas, resulta que se cumplen las siguientes igualdades:

plx)  r(x) _ plx)h(z) +q(x)r(z) . p(x) r(z) _ pl@)r(z)
q(z) ~ h(z) q(x)h(z) q(x) h(x)  q(z)h(z)

A menudo se requiere reducir a un denominador comun las fracciones algebraicas, es decir,
escribirlas de un modo tal, que todas estas fracciones tengan un mismo denominador. Para esto
existe el procedimiento siguiente: es menester descomponer cada denominador en factores y, a
continuaciéon, multiplicar el numerador y el denominador de cada fraccion por el producto de
aquellos factores de los denominadores de las fracciones restantes que no figuran en el denominador
dado, lo que no los hara variar, segtin las propiedades de las fracciones.

Ejemplo 5.26  Simplifique las expresiones:

a) xt —16 ) b) 3z z2—4 )
x4 — 423 + 822 — 162 + 16’ 2% —8 " A(x? +2x+4)’

c)

| n 122
(z—1Dz+1 (Q—-2)z—1
Solucién
a) Factoramos numerador y denominador:

(x4+2)(z—2)(2®+4) 42
(v —2)2(22+4)  2-2




b) Factoramos numerador y denominador:

3z A@®+2x+4+4) 3 4(x% + 22 + 4)
23 —8 2 —4 T (@-2)22+22+4) (z-2)(z+2)
3z 4
T 2-2 (2-2)(z+2)
122

(z—2)%(z+2)

¢) Factoramos numerador y denominador:

z?—1 12z (@ -1 - 122
(z—Dz+1 (@—-Dz+1  (z—Dz+1
_ 2?2 —12x — 1

o2+ 1

Ejemplo 5.27  Simplifique las expresiones:
4 2,2 4 2
x* 4 2x +9 T x“ 4+ 3z z+1
a) 2 Y Z ; b) =+ 9 5
x4 —2zy + 3y 42 4—x 3x —6
) 8x%y | wyz  152?%y?2
C - = .
12922 23y2%z 3xyz
Solucién
a) Factoramos numerador y denominador:

(22 + 22y + 3y?) (2% — 22y + 3y?)
2 — 2xy + 3y?

= 2% 4+ 2zy + 39>

b) Factoramos numerador y denominador:

x z(z+3) x4+l 3z(@-2)-3z@@+3)—(z+1)(z+2)
r+2 (2-2)2+2) 3(x-2) 3(z +2)(z - 2)
2%+ 18z +2

3(z+2)(2—2)

c) Factoramos numerador y denominador:

82y . 23y22 ' 3zyz _ E 22y RN
12922 zyz 152292z 3yz S5xy
_ 223
- 15yz’
5.12. Tarea
1.  Simplifique las expresiones:
T r—2 1 r—2 z+3
a) x+1_x+:172+%’ ©) :c2+69:+9.:c274217
l—-2z zz+1 2z+1 5x r—3 x2°—6
b) - ) d) + — ;
z+1 1-z 22-1 20 —6  x+3 22-9



2 _4r+4 -2 N T2y  y+3x
x r+4 ) j) +

e) : =3
3z 2 + 62’ Y x
f) 3« 2 x-3 K) 2% 3y 2% 4+ 3wy + 18y
2—-4 x-2 22+4x+4 r—3y x+3y 2 — 9y? ’
?+r+1 x+1 br—b  3bx  3ba®+ bz +2b
g) 5 : ; 1) + ;
3 —x —|—2x—21 x—1 r+1 x-—1 1— a2
h) 3xy -yt r ) r+y xT—y xQ—yz
) m - . )
r—y 622y ax+y r—y x+y 2ry
i) 3x2—5x+2.x2—|—5x—|—4. T —vy T—y T4y
o (1-35) G -3)

Simplifique las expresiones:

|3 — x| . [|3z — 10| — |22 — 7| — 3| .
2; 4 <z <s.
a) ot te—2—6 si 0<o <2 c) 37 _ 18 , si x
b) V2 + 1] +[1 -2

|22 —z 41|+ 2 — 22+ |vV3-1|

Resp: a) -1; b) 2,/%; ¢) -1
Simplifique las expresiones:

) 2 n 6y 4 . z?
a — - 3
20—y  y2—4x? 2x+y 4x? — 42’

b) x—2+ 1 x3—x+ 2 )

+1 w3 —x24z) 2241 3+ 224z+1]
2 N2 3 3

0 <m+y> +4 (:v y) I
r—y Tty 2 —y

Q) y*—100 | y+10 r—y Yy tay
2—y2 " x—y  x24+2zy+y? y?—ay’

e) 22 —5rx+6 2% —4x+3 2?43z —4
22+5x+4 " 222 +3z+1) 222 —-3x—-2’

f) a® —4r—45  2® =122 -45\  ( y -4 y+11),
22— 140 —15 " 22 —-62—-27 ) " \y2-121 y+2 )’

) 2 6 4\, LAt

8 \2w 1 "1 422 2241)" 42 _1)°

h) 22 —2x+4 2% —=x T+ 2 . 4 _;v+4.
422 — 1 34+8 222+42x) 2242z 3-—6z’

) [23—8;<z—2' 823 >};z2+2z—|—4.
"\ 4 22+az)| " 22(—2)
) 1 Tty a®—yb 2yt
) <x+y_x2—xy+y2)' 2@y
W Ly _w[y e (v v }
ylz wylz2 y\z3 2t ’
6zy — 14y 2% —4 41‘—7_31‘2—,%—14.
r—2 dx?+z—14 422 T 222 4z

m) Tty T—y\ . x+y+x—y )
r—y xz+y) \z—y =xz+y)’




@-2e-u)  @-u-y)  @-yYe-2)

D G- w oGy @—ya—z)
26— yb a6 g8 2t — gt .
° EoE T Er e Eade—y)
.'L'2 y2 2
P)

2?2 -2+ 1 ((x+2)2—x2 3

z—3 472 —4 12 —g :

@G-9@—2 G-2w-2  G-a)-p)

) <x2+y2+xy;a3b—2a2b+4ab>. 22 —2x+1

3 —y3 a3+ 8 T 323 + 72— 107

) 1 3

S - ;
22+3x+2 (x+1)(x%+5x+6)

N SRS SR SR IR
2+ 2243z4+2 2245x+6 x24Txr+12’
6x3 + 4822 22 —4 32

u) 3 + -5 i

x3 + 64 r+4 x 4x + 16
) 1 4 n 4

v - - E )
22+ 4 +4  xt44x3 4422 0 23+ 222
22 —2z+1  [(x+2)?—2? x

W) -~ 2 - 2 5

r—3 x?—1 T2 —

1

x) <$1C+y) (& —y)* +ay] + (;—;) (& +y)? = ay];

2?2+ x—2 (($+2)2—x2 3 )

gntl — 3gn 422 — 4 2 — g

(c=hw—0) (@—c&—a)  (z—a)z—b)

D aba-0 b-ob-0 -l

Simplifique las expresiones:

20—1 2x+1

2+1 221
a) 2 T £)
422 -1 2x—1
2 r—2
r—2 2
b) 47— +i’
T+ % —4 g)
T2
c) %;
S
2 —1 h)
(z—y)?
T+ y)2
d) 7(:5_; ;
-1 .
T4y i)

xr+a xr—a

r—a T+ a

e) 2 . 2 7
r°+a x a

2 —a?2 224 a?

27

b)’

1 1
r—1 x+4+1
n 1

v r+1 1
2 -1 2+ 1
T zy —1




i) vttt )  (z+1)2
(@ +y°)* —a?y? 2z(z+1) — (2 +1)2
x2y? 22
1 1
k) 2 —2x—2 242042
1 z2 +4 1 ’
22 xt44) a2t —4(x+1)2
Simplifique las expresiones:
) z? —x—20 -z 22 z? — 2z —15
a . - . ;
2?2 +5x+4 22+x—2 x2+3x+2 x+3
24 2*-2 3yz?  152%u? 3z 2
b) yz ) z T ys 002, 3 T ;
2—1 y3+42y 523u  9y?z (z+1) z+1
x 2?2 2?2 -2rx 44 8 2 +2+6
c) + - + - ;
r—2 x3+8 2—=x 22 —4x + 4 4r +8
2 2
rz—1 z+1 83 + 8z 1 9
d — R (1 —2%);
) { (x+1> (xl) x3+x2x1+x+1} (1=2%)
1 1 4 x2 udx yt ol
e) - T et g2 T B) L
e —y) 2z+y Y -= Y22 oyRd ) wzoy
) 1223 4+ 2422 2% 422 | 1622 —49 222 —z—1 )
1422 — Tz =~ 2z —1 42 4+ —14 * 2224+ 5x+2 )"
+123 —(u—1)3
S R
(@—y)zr—2) (Y—2)y—2) (z-2)(z-y) 3u? +u
h) 22 4+ zy + 2 22 + 2zy — 3y? . 1 2% — u? Lfrtu 2z —2u\
2 — dxy — 21y? s —y3 Tx—Ty  bx3zd 1024 x4 ’
) Yy—z z—x T —y 2

(gc—y)(x—z)+(y—z)(y—x)+(z—m)(z—y) _x—y_y—z z—x



Capitulo 6

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

6.1. Ecuaciones algebraicas

Definicion 6.1 Ecuaciéon

Se denomina ecuacion la igualdad que contiene una o varias letras, bajo las cuales se sobreentien-
den los numeros incognitos. Los valores de las incdgnitas que satisfacen a la ecuacion dada, se
denominan sus soluciones.

Generalmente las incognitas se designan con las ultimas letras del abecedario latino z, y, z, u,
v, ... Si la ecuacion contiene sélo una incégnita, generalmente su soluciéon se denomina raiz de la
ecuacion.

Resolver una ecuacion o un sistema de ecuaciones significa hallar las soluciones, es decir, todos
los valores de las incognitas que satisfacen a la ecuacion o al sistema dado.

Definicibn 6.2 Ecuacién algebraica

La ecuacion con una incognita se denomina algebraica si ella se puede reducir de manera que su
primer miembro es un polinomio con respecto a la incognita, y el segundo miembro sea igual a cero.
Tal tipo de ecuacion se denomina normal. El mayor exponente de la incognita del primer miembro
de la ecuacion normal se denomina grado de la ecuacion algebraica.

Se denominan coeficientes de una ecuacién los factores numéricos o literales de las incognitas,
asi como el término independiente, es decir, el término que no contiene incognitas.

Definicion 6.3 Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones con iguales incégnitas se demominan equivalentes si todas las soluciones de la
primera ecuacion son también soluciones de la seqgunda e, inversamente, todas las soluciones de
la sequnda ecuacion sirven también de soluciones de la primera o si ambas ecuaciones no tienen
solucion.

Las ecuaciones equivalentes tienen las siguientes propiedades:
1. Las ecuaciones p(z) = g(z) y p(x) — q(z) = 0 son equivalentes.

2. Las ecuaciones p(x) = ¢(z) y p(z) + k = q(x) + k son equivalentes para cualquier ntumero
real k. Es decir, si a ambos miembros de una ecuacién agregamos un mismo nimero o un
mismo polinomio con respecto a la incégnita la nueva ecuaciéon es equivalente a la inicial.



3. Las ecuaciones p(z) = q(z) y kp(x) = kq(z) son equivalentes para todo ntmero real k
distinto de cero. Es decir, Si ambos miembros de una ecuacién se multiplica o se divide por
un mismo nimero, distinto de cero, la nueva ecuacién es equivalente a la inicial.

4. Supongamos que se sabe que para cualquier namero real k se verifica la igualdad p(z) =
h(z), entonces seran equivalentes las ecuaciones p(z) = q(x) y h(z) = q(z).

Toda ecuaciéon de primer grado con una incognita puede reducirse a la forma Az + B = 0.
El primer miembro de esta ecuaciéon es un polinomio de primer grado respecto a x, y el segundo
miembro es igual a cero.

Analizaremos el caso en que p(z) es un polinomio de primer grado, es decir, examinemos la
ecuacion

B

Ax+B=0 = Arx=-B = T = A#0.
Esta ecuacion elemental z = —% tiene una raiz tinica que es el ntimero —%. Como la ecuaciéon
Az + B = 0 equivalente a la ecuacion elemental z = —%, entonces la ecuacién Ax+ B = 0 también

tiene una sola raiz, que es el nimero f%. De este modo, la ecuacién de primer grado con una sola
incognita tiene una sola raiz x = —%.

Si A=0y B #0, la ecuacion no tiene raices.

Si A = B =0, la soluciéon de la ecuacion es un ntimero cualquiera; en este caso la ecuacion se
denomina indeterminada.

Ejemplo 6.1  Resolver la ecuacion siguiente:

rz—1 2x—|—3_3m—1_1

R 6 6

Solucién
Realizamos la suma algebraica, igualamos a cero y resolvemos la ecuacion resultante

3(x — 1) +2(2z +3) — (3v — 1) :é = dr4+4=1

6
3
4r4+3=0 = zx=-—-.
4
Ejemplo 6.2  Resolver la ecuacion siguiente:
20 —5 x—2 1
T
Solucién
Realizamos la suma algebraica de la expresion
2z —5 x—2_5 35 N 7(2x —5) —11(xz —2) 10z —35
11 7 T 7 -T2

2(3z —13) = 77(10z — 35)
Igualamos a cero y resolvemos la ecuacion

6r — 26 = 770x — 2695 = 764x —2669=0 = x:%.



Ejemplo 6.3  Si dos poleas se unen por una correa sus velocidades angulares (revoluciones por
minuto) son inversamente proporcionales a sus didmetros, esto es, wy : wy = ds : di. Hallar la
velocidad de una polea de 15 centimetros de didmetro unida a otra de 12 centimetros de didmetro,
que gira a 100 revoluciones por minuto.
Soluciéon
Sea w; la velocidad conocida, d; = 15, wy = 100 y dy = 12. La férmula dada nos da

%:% = wlz%«l()() = w; =80 rpm.
Ejemplo 6.4  La presion de un gas en un recipiente a temperatura constante es inversamente
proporcional al volumen. Si p = 30 cuando v = 45, hallar p cuando v = 25.
Solucién

Aqui
=5 = 30=S = ¢=1350
p v 45
1350 1350
Asi, pues p = ——. Si v = 25, entonces p = —— = 54.
v
Este problema también puede resolver de la siguiente manera: Como
c c v
PL=— 'y p2=— = h_>2
U1 V2 D2 U1

Tomando v = 25, ps = 30, vo = 45, entonces

p1 45

30" 25 = p=>54
Ejemplo 6.5 Se obtienen polvos para blanquear (hipoclorito de calcio) por reaccion del cloro
y la cal apagada; 74,10 kilogramos de cal y 70,91 kilogramos de cloro producen 127 kilogramos de
polvos y 18,01 kilogramos de agua. ;Cudntos kilogramos de cal se necesitan para producir 1000
kilogramos de polvos de blanquear?
Solucién
Sea z el numero de kilogramos de cal que se necesitan. Entonces

r 74,10
1000 = 127

1272 = 74100 = x = 583,46 kilogramos.

Ejemplo 6.6 La carga de sequridad de una viga horizontal apoyada en ambos extremos es
proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura e inversamente proporcional a su longitud. Si
una viga de 5 x 10 centimetros de 2,40 metros de longitud soporta 250 kilogramos con seguridad,
s Cudl serd la carga limite sequra para una viga de 4 x 8 centimetros y de 6 metros de larga del
mismo material?

Solucion
Como b2 b2
51:(2 % y 52:0‘%.
1 2
Entonces
St bldflz S 4.82.8

5 = = ——=-—5—7- = 55 =1600kil :

Sy byddly 500  2-42-20 ! Hogramos

Ejemplo 6.7  El perimetro de un parque circular excede en 10 km a su didmetro. ;Cudnto
mide el radio del parque? ;Cudnto mide el drea del parque?

Solucién



Denotemos por P al perimetro del parque y por d su didmetro, dados en kms. Entonces, si r es el
radio del parque, se cumplen las ecuaciones

P=2mr y d=2r

Ya que P excede a d en 10 kms, entonces P = d + 10, o equivalentemente, 27 = 2r 4+ 10 que es
una ecuacion lineal en la variable r.
Resolvemos tal ecuacién despejando a r

5

T—1

2rr=2r+10 = 2mr—2r=10 = r2r—-2)=0 = r=

5
De esta manera el radio del parque es r = ] km, y por lo tanto, el area A del parque seréa
T —

5 2 251
2 2
A=nmr 7’( ) 77@—1)2 km*.

Ejemplo 6.8  Un sistema de refrigeracion de 20 litros se llena con un anticongelante al 25 %.
¢ Cudntos litros deben ser extraidos y reemplazados por anticongelante puro, para elevar la concen-
tracion a un 45%?

Solucién

Denotemos por [ el niimero de litros que hay que reemplazar, extrayéndolos con concentraciéon al
25%, y agregandolos con una concentracion al 100 %, para obtener nuevamente 20 litros al 45 %.
El proceso se describe por la igualdad

20(al 25 %) — I(al 25 %) +1(al 100 %) = 20(al 45 %)

25 25 100 25
20 () 1= —) =2
0 (100) : (100) ! (100) 0 (100)

20-25 250 100l 20 -45 500 — 250 + 1000 900

00 100 100 _ 100 100 ~ 100
400

75l =400 = = —=15,33
(6] ’

De esta manera, se deberfan reemplazar 5,33 litros al 25 % por 5,33 litros al 100 % de anticongelante,
para tener 20 litros al 45 %.

es decir

Ejemplo 6.9  El tanque de un laboratorio de acuacultura se puede llenar con dos llaves en 50
minutos. Si una de ellas, sola, puede llenarla en una hora y cuarto, ;cudnto tardard en llenar la
otra?

Solucién

Se entiende por T' a la capacidad total del tanque, por v; a la velocidad de llenado de la primera
llave y por vy a la velocidad de llenado de la otra llave. Entonces se tiene que

capacidad del tanque T

1= tiempo de llenado de la primera llave 75

capacidad del tanque T
vy = —
2 tiempo de llenado de la segunda llave t

donde, el tiempo para la primer llave es de 75 minutos (hora y cuarto) y el tiempo de llenado para
la otra llave es la incognita t.



Por otro lado, si v es la velocidad de llenado con las dos llaves, entonces v es la suma de vy y v,
es decir, v1 + v9 = v. De la definicién se tiene ademaés que
T T T T

=4+ = =150

S50 T 50 7t

Esto es, la segunda llave tendria un tiempo de llenado de ¢ = 150 minutos, es decir, de dos horas
y media.

Ejemplo 6.10 Una leona sale a cazar desde su madriguera a una velocidad promedio de 3
km/h y regresa con partes de sus presas a una velocidad promedio de 2 km /h. Si la caceria no
puede durar mds de 6 horas debido a que tiene que cuidar a sus cachorros, scudnto puede alejarse
de su madriguera?

Solucion

Sea D la distancia que puede recorrer a lo més durante su caceria. Ya que tiene que recorrer la
misma distancia a otra velocidad, se cumple que

Tiempo de ida + Tiempo de vuelta = 6horas

Pero de la definicién de velocidad promedio

. o D B
Tiempo de ida = Velocidad de ida 3 horas
D D
Tiempo de vuelta = = — horas

Velocidad de vuelta ~ 2

lo cual implica que

D D 36

3T5= 6 = D= = kilometros.
Ejemplo 6.11  Se tienen dos soluciones dcidas una A al 20% de dcido y la otra B al 60 % de
dcido. ;Cudnto se deberia poner de cada solucién para obtener 100 ml de una solucién al 40% de
dcido?
Solucién
Sea s la cantidad de solucién A necesaria para obtener la cantidad requerida al 40 %. Entonces la
cantidad B necesaria es de 100 — s. Esto es, la ecuacion que describe el problema es, en mililitros

cantidad deA(al 20 %) + cantidad deB(al 60 %) = 100(al 40 %)

20 60 40

De esta manera, se deberan poner 50 ml de la sustancia A y 100 - 50 = 50 ml de la sustancia B.

es decir

Ejemplo 6.12  Sila ecuacion C' = %(F—32) representa la relacion entre las lecturas expresadas
en grados centigrados y Farhrenheit, de una temperatura, hallar a qué temperatura las dos lecturas
serdn tguales.

Solucion

De la ecuacién C' = 3(F — 32) se obtiene la relacién para F, F = 2C + 32. Definamos la variable
de independencia por T en cada caso, esto es

C:g(T—32) = F:§T+32



Entonces las temperaturas F' y C coinciden, si y sélo si

5 9 5 32-5 9
F=C = -(T-32)=-T+32 = -T—— =-T+32
9( ) 5 + 9 9 5 +
5 9 5 56 14
T —=-T=321+= = ——T=32-— = T=-40
9 5 ( * 9) 45 9
De esta manera, las lecturas coinciden en C = —40 = F.

Ejemplo 6.13  En un laboratorio de quesos se cuenta con 100 litros de leche con 5% de grasa.
El nivel permitido de grasa en la leche para ser consumida en la ciudad A es de 3,5%. sCudntos
litros de crema pueden separarse para hacer queso con 30% de grasa, de tal manera que la leche
mantenga el nivel de grasa permitido?

Solucién

Sea C la cantidad de crema separada para hacer queso con 30 % de grasa. Entonces se tiene que
la ecuacion siguiente define el problema:

(100 litros al 5 %) = C(litros al 30 %) + (100 — C)(litros al 3,5 %)

Esto es, la ecuaciéon que resuelve al problema se plantea

5 30 3,5 500 30C (100 —-C)-3,5
100 — =C - — 4+ (100 — O) - — =
00 100 © 100 +(100-06) 100 100 100 * 100
150 .
500 = 30C 4350 - 3,5C = (= %65 =~ 5,660 litros

De esta forma, se han de separar 5,66 litros de crema al 30 % para que la leche sobrante, 100—5, 66 =
94, 34 litros tengan 3,5 % de grasa.

Ejemplo 6.14  Una bomba que trabaja sola, llena un estanque en 7 horas, otra lo haria en 8
horas. ;En cudnto tiempo se llena el estanque si trabajan ambas bombas a la vez?

Solucién

Sea x el ntmero de horas que tarda el estanque en llenarse (si trabajan ambas bombas a la vez)
y sea V el volumen total del estanque. Si una bomba llena el estanque en 7 horas (entonces en
una hora llenara % del estanque), luego en z horas llenard Z del estanque, es decir, llenara zV

7
(unidades de volumen). La otra bomba llena el estanque en 8 horas, entonces en x horas llenara

x
8
zV

del estanque, es decir, %~ (unidades de volumen). Como en z horas, las dos bombas juntas llenan

al estanque entonces se tiene

de donde 15z = 56. Luego, trabajando las dos bombas a la vez, el estanque se llena en % horas.

Ejemplo 6.15  Cuatro estudiantes deciden vivir solos en un departamento y repartir en partes
iguales el arriendo mensual. Sin embargo, encuentran que si aumenta en dos el nimero de estudi-
antes, su cuota mensual se reduce en 20 ddlares. 5Cudl es el costo del arriendo?
Solucién
Sea x el costo del arriendo. Si hay cuatro estudiantes entonces la cuota mensual de cada uno es de
7. Si aumentan en dos, entonces la cuota mensual sera de §. Dadas las hipotesis del problema se
tiene que

x x
1_2026 = 6r—480=4r = x =240

luego el costo del arriendo es de 240 dolares.



Ejemplo 6.16  En una prueba de matemdticas, el 12% de los estudiantes de una clase no re-
solvidé un problema, el 32% lo resolvid con algunos errores y los 14 estudiantes restantes obtuvieron
la solucion correcta. ;Cudntos estudiantes habia en la clase?

Soluciéon

Sea x el nimero de estudiantes, entonces % no resolvieron el problema, % resolvieron con al-
gunos errores el problema, 14 resolvieron el problema correctamente. Luego tenemos la siguiente

ecuacion 19 39
Xz Xz
LM 4= = 560 =1400 = =25
100 " 100 " o v .

luego habia 25 estudiantes en la clase.

Ejemplo 6.17  Una tienda de antiguedades compro dos muebles en 345 ddlares y después los
vendid y obtuvo un beneficio del 40 %. ;Cudnto pagd por cada mueble si el primero dejé un beneficio
de 25% y el seqgundo un beneficio del 50 % ?
Solucién
Sea x dolares lo que le ha costado el primer mueble, entonces el segundo lo compro6 en (345 — x)
dolares. El primero dio un beneficio del 25 %, luego se vendio6 en (x+ 0, 25x) dodlares, es decir 1, 25z
dolares.
El segundo di6 un beneficio del 50 %, luego se vendi6 en 1,50(345 — z) dolares. Por hipotesis, la
tienda compro los dos muebles en 345 dolares y obtuvo un beneficio total del 40 %, luego los dos
muebles se vendieron en 1,40 - 345 = 483 ddlares.
Asi, obtenemos la ecuaciéon

x 69

1,250 +1,50(345 — x) =483 = T=7 = =138

El primer mueble se vendi6 en 138 ddlares y el segundo en 207 doélares.

Ejemplo 6.18  Los didmetros de dos cilindros son entre si como 8 : 4 y sus alturas como 5 :
6., Qué tanto por ciento del volumen del mayor de ellos es el volumen del menor?

Solucién

Sean di, ds los didAmetros de los cilindros y k1, ho sus respectivas alturas. Por hipotesis del problema

tenemos las siguientes relaciones
d 3 hy

dy 4" hy
ademés la formula del volumen de un cilindro es V = nr
altura; ademas d = 2r donde d es el diametro del cilindro.
Con todo lo anterior tenemos que

6
2h, donde 7 es el radio del cilindro y & la

V= —d’h
4
y para cada cilindro
m 0
Vi= dehh Vo= nghz
pero
3 5
dy = —-d h —h
1= 2 1= gl
luego
2
m (3 5 45 7 45
Vi=—|(%d “hy | = — - —d3hy = — V&
! 4(42><62> 96 4277 96 °
asi 45
==V
1= 962

Luego V; es el 46,875 % de V5.



6.2. Tarea

1.  Resolver las siguientes ecuaciones:

2z + 3 1 x—-6
2 — =0; 1~ — =2
a) T & 13- 57 %
T — T+ T —1)—(5 3 3
b) - =5 h) (w—-1)— (o + ):27;
25 —&-33 2 1 32 3 4
x T _
) 33— =0; i) s-=2_L_°2
2 2 2 3
d) 3r—1 21:—&—1_1 . 20 +1 1
5 2 1 25 ) 3;3_ 3 4_ 7
x— T o
2 =1 il -
Y L, N
T — X — x +
f :1' 1 17— =
) 3 + 2 ’ ) 5 3
2. Resolver las siguientes ecuaciones:
1 2 20+1 2z +2 _
a) §+§— :c2 + 22 = g) |x22|+x;1=w;
3z4+95)— 4z +1 20 — 2% —
b) ( )3( ):z—l; h) x2 3’ x23:x+3,
(x—6)+ (8x—1) 1
c) 5 =3z —1; i) |3x—1|+3x2+ =z +2;
L e st e S vk
k z—1)(lz| —1) =-0,5;
e) 5x;2+§:5$+3_1; p Tred e
gy Lobr 3-20_ 5o, . 5 2
2 3 4 0"

3. Despeje la variable indicada en cada uno de los siguientes ejercicios:
a) De la formula para la reactancia de un condensador

1
- 2nfC

despejar la variable C'.
b) De la relacion de la velocidad media de un cuerpo

v Vi+W
2
despejar la velocidad inicial Vj.
c) De la formula
E _R+r
e 2

de la caida de tensiéon, despejar a la variable 7.

d) Despejar a de la formula
_ Kab

¢ b—a




4.

5.

6.

7.

8.

e) Considere la relacion de la distancia recorrida de un cuerpo en caida libre

1 1
d= 50;t2 — ia(t — 1)2
despeje la variable t.

f) De la relacion
1 1

1
xr nx f

despeje a la variable x.

g) La ecuacion para una polea diferencial viene dada por

2PR
W =
R—7r
despeje la variable R.
h) Despeje la variable n de la ecuacion
E
I =
r+ %

que se refiere a la corriente suministrada por generadores en paralelo.
i) Despeje a la variable w de la ecuacion

j) De la ecuacién de dilatacion de gases
Vi = Vo(1+0,00365t)
despeje la variable t.

Cuénta soldadura, con 50 % de estafio, y cuanto metal de imprenta con 15 % de estafio, es
necesario alear para obtener 80 kg. de soldadura con un 40 % de estano?

Un tendero calculd que su reserva de aztucar duraria 30 dias. Como vendi6 20 kilos diarios
més de lo que esperaba, su reserva le dur6 solamente 24 dias. ;De cuéantos kilos disponia?

Un granjero compr6 100 km? de tierra por $ 150.100. Parte de ellos le costaron a $ 500
por km?, y el resto a $ 1800. Hallar el ntimero de km? comprados a cada precio.

El area de un paseo de 4 mt de anchura que rodea un estanque circular es de 1.496 m?.
Tomando 7 = %, hallar el didmetro del estanque.

..Cuanto acero, con un 18 % de tungsteno, debe alearse con otro acero, conteniendo un
12 % de tungsteno, para obtener 3.000 kg de acero al 14,6 %? Hallar también la cantidad de
acero que debe usarse al 12 %.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

{, Cual seria la temperatura final cuando se mezclan 20 kg de agua a 60°C' con 30 kg de agua
a 10°C? En los problemas de intercambio calorifico que no impliquen un cambio de estado
se verifica: masa x calor especifico x disminucién de temperatura en un cuerpo caliente y x
calor especifico x aumento de la temperatura en un cuerpo frio.

Un reloj mal compensado adelanta 11 seg en 9 horas cuando se lleva verticalmente en el
bolsillo, y atrasa 28 seg en 13 horas cuando se deja en posicion horizontal. ; Durante cuantas
horas hay que mantenerlo en cada posicién para que no gane ni pierda durante un total de
24 horas de funcionamiento?

., Cuantos litros de solucién anticongelante al 35 % deben anadirse a tres litros de solucién
al 80 %, para reducir su concentracion al 60 %7

Un trozo de alambre de 11% centimetros de largo ha de dividirse en dos partes tales que
la una sea % de la otra. Hallar la longitud de la mas corta.

Un tren sale de la estacion a 40 kilémetros por hora. Dos horas mas tarde parte un segundo
tren a 60 kilémetros por hora. ;Dénde alcanzara al primero?

Un tanque se vacia por dos tubos, uno de los cuales lo puede vaciar en 30 minutos y el
otro en 25 minutos. Si el tanque esté lleno en sus % y ambos tubos estan abiertos, jen cuanto
tiempo quedaré vacio?

A puede hacer un trabajo en 10 dias. Después de llevar 2 dias trabajando, B viene a ayu-
darle y juntos acaban en 3 dias. ;En cuantos dias podria hacer el trabajo B solo?

La resistencia resultante de dos resistencias R; y Ry conectadas en paralelo es tal que

%zﬁl—l—é.HaﬂarRSiRl=80yR2:240.

LA que horas después del mediodia se vuelven a juntar por primera vez las manecillas del
reloj?

La reaccién de 65,4 gramos de cinc y 72,9 gramos de 4cido clorhidrico da 136,3 gramos
de cloruro de cinc y 2 gramos de hidrogeno. ;Cuél es el peso de acido clorhidrico necesario
para una reaccion completa con 300 gramos de cinc y cuél es el peso del hidrogeno producido?

Una maquina de cambiar monedas cambia billetes de un doélar en monedas de 25 y de 5
centavos. Si recibe 12 monedas, después de introducir un billete de 1 dolar, ;cudntas monedas
de cada tipo recibe?

Un barco usa receptores de sonido encima y bajo la superficie del agua, para registrar una
explosion, que llega 5 segundos antes al receptor sumergido. El sonido viaja en el aire a unos
1050 pies/seg y, en el agua del mar, a unos 4500 pies/seg.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) ;Cuanto tiempo tardé cada onda sonora en llegar al barco?
b) (A qué distancia del barco se produjo la explosion?

Dos empresas le han ofrecido empleo de vendedor. Ambos empleos son esencialmente
iguales, pero una empresa le paga solamente una comisién del 8%, en tanto que la otra
le ofrece 51 dolares a la semana, més una comisioén del 5 por ciento. Los mejores represen-
tantes de ventas, en cualquiera de las dos empresas, rara vez tienen ventas superiores a 4000
dolares por semana. Antes de aceptar una de estas ofertas, necesita usted saber en qué punto
pagan lo mismo ambas empresas y cudl de las dos paga mas a ambos lados de dicho punto.

La potencia de una méquina de vapor es proporcional a la presiéon media en el cilindro y a
la velocidad de rotacion. Si la presion media es 320 newtons por centimetros cuadrados y el
volante da 750 revoluciones por minuto la potencia es 100. ; Cudl es la potencia si la presion
media baja a 240 newtons por centimetros cuadrados y las revoluciones a 600 revoluciones
por minuto?

(Cuanta agua hay que usar para preparar una solucién a 1:5000 de bicloruro de mercurio
con una tableta de 0,5 gramos?

El volumen de un cono es proporcional a la altura y al cuadrado del radio. Si el radio es
4 y la altura 6, el volumen es 327. ;Cual debe ser la altura si el volumen es 127 cuando el
radio es 27

La ley de Newton de la gravitacion dice que la fuerza de atracciéon entre dos cuerpos varia
en proporcién directa de sus masas my y ms e inversa del cuadrado de la distancia entre ellos.
Dos cuerpos cuyos centros estan a una distancia de 5000 kilobmetros se atraen con una fuerza
de 76 newtons. ;Cuél seria la fuerza de atraccion si se triplicaran las masas y la distancia
entre los centros se doblara?

Si un cuerpo pesa 100 Newton sobre la superficie terrestre, cual es su peso a 3000 kilomet-
ros de la superficie? Supdngase el radio de la tierra 6000 kilémetros aproximadamente.

Un taller de imprenta de un periédico cuente con dos maquinas dobladoras para el aco-
modamiento final del diario vespertino, cuya circulacién es de 35000 ejemplares. La maquina
mas lenta puede doblar los peridédicos a una velocidad de 6000 por hora, en tanto que la
otra los dobla a razén de 9000 por hora. Si el uso de la maquina mas lenta se retrasa media
hora, por una leve averia, ;Cual sera el tiempo total necesario para doblar todo el periédico?
;Cuanto tiempo empleara cada maquina en esta tarea?

Se tiene dos barras de aleacion de oro: una es de 12 quilates y la otra de 18 (el oro de
24 quilates es oro puro; el de 12 quilates corresponde a 12/24 de pureza; el de 18, a 18/24
de pureza y asi sucesivamente). ;Cuéntos gramos de cada aleacion se deben mezclar para
obtener 10 gramos de oro de 14 quilates?



29.  Un terremoto emite una onda primaria y otra secundaria. Cerca de la superficie de la tier-
ra, la onda primaria viaja aproximadamente a 5 millas/seg, en tanto que la secundaria viaja
a 3 millas/seg. Por el retraso entre ambas ondas, al llegar a una estacion dada, es posible
calcular la distancia a la que ocurrio el temblor. (El epicentro se puede localizar cuando se
obtienen las medidas de dicha distancia, en tres o mas estaciones.) Supongamos que una
estacion midi6 una diferencia de 16 seg entre la llegada de ambas ondas. ;Cuénto tiempo
viajo cada onda? ;Y a que distancia de la estacion tuvo lugar el terremoto?

30.  Si la suma de los dos dngulos agudos de un triangulo rectangulo corresponde a 90° y su
diferencia es 14°, encuentre ambos angulos.

31.  Encuentre las dimensiones de un rectangulo con 124 centimetros de perimetro, si su longi-
tud es 25 % mas grande que su anchura.

32. Un quimico tiene dos concentraciones de acido clorhidrico: una en solucién al 50% y la
otra al 80 %. { Qué cantidad de cada una debera mezclar para obtener 100 ml de una solucién
al 68 %.

6.3. Sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones en dos
incégnitas

Definicién 6.4 Ecuacion lineal
Se denomina ecuacion lineal con dos incognitas, la ecuacion del tipo

Ax 4+ By =C.

Se aprecia facilmente que esta ecuacion tiene infinitas soluciones, puesto que a una de las in-
cognitas, se le puede dar valores arbitrarios, y el valor de la incégnita correspondiente a éste se
halla de la ecuacion. Las coordenadas de cualquier punto de una recta son las soluciones de la
ecuacion; pero, teniendo en cuenta que los puntos de una recta son infinitos, también las soluciones
son infinitas.

El conjunto de dos ecuaciones

Az + By = C;
Asx + Bgy =y

forma un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas. El par de ntiimeros xq, yg, que satisfacen
a cada ecuacién del sistema se denomina su solucion.

Supongamos dado un sistema lineal con coeficientes literales

A1£L' —+ Bly = Cl
Asx + Boy = C

donde Bj # 0, se requiere hallar su soluciéon. De la primera ecuacién expresamos y por x:

- Cl —All‘
y—iBl



Este valor de y lo sustituimos en la segunda ecuacion:

ci—-A
A2$+B21T11£E:C2

Obtenemos una ecuacién con una incognita, la que se reduce a la forma
AQBllL' — AlBQIL’ = Bng — BQCl = (AQBl — AlBQ)ZL’ = Blcg — BQCl

Si el coeficiente de z, es decir, la expresion Ao By — A1 B>, es distinto de cero, ambos miembros de
la igualdad anterior se pueden dividir por él; asi, obtenemos:

v ByCy — B1Cy
o A1By — A3 By

Después de sustituir este valor de = en la primera igualdad, hallamos:

ALy — AsCy
Y= AB,— A,B,

El sistema dado tiene una sola solucion si A1 By — A3 By # 0, ademaés, los valores de las incognitas
se calculan por las formulas

_ B:Ci— BiCy
T A B, — AB
ALCh — ASCH

V= A1By — A3 By
1. Si A;1By — A By = 0, de donde los coeficientes de las incognitas son proporcionales.
2. Si Bo(C'y — B1C5 = 0, el sistema es indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

3. SiA1By—AsB; =0y ByCy — B1Cy # 0, el sistema es incompatible y no tiene soluciones.
A cada uno de los tres casos examinados se le puede dar una interpretacién geométrica,
partiendo de que en el sistema de coordenadas rectangulares a cada ecuacion lineal, con dos
incognitas corresponde una recta.

a) Si A1Bs — AsB; # 0, dos rectas, representadas por las ecuaciones del sistema, se
cortan en un punto; las coordenadas del punto de interseccién representan precisamente
la solucién del sistema.

b) SiA;Bs—AsBy =0y BsCy—B1Cs =, las dos rectas correspondientes a las ecuaciones
se confunden en una recta comin; dado que éstas tienen infinitos puntos comunes, en
consecuencia, el sistema también tiene infinitas soluciones.

¢) SiA1By—AsB; =0y ByCy — B1Cs # 0, las rectas correspondientes a las ecuaciones
del sistema, son paralelas, es decir, no tienen ningtn punto comun, por lo cual el sistema
no tiene soluciones.

Ejemplo 6.19  Resuelva el sistema de ecuaciones:

9r+3y—2=0
10z +6y—4=0



Solucién

Aplicando las formulas deducidas anteriormente, obtenemos

2 3 9 2
_‘4 6’_12—12_0_0 _’10 4’_36—20_16_2
TT79 3] 54-30 2u_ VY 9 3| 54-30 24 3
‘10 6‘ ’10 6‘

Ejemplo 6.20 Un hombre puede remar aguas abajo 6 kilometros en 1 hora y regresar en 2
horas. Hallar su velocidad en agua tranquila y la velocidad de la corriente.

Solucién
Sean

x : velocidad en agua tranquila en kilémetros por hora.

y : velocidad del rio en kilometros por hora.
x4y : velocidad con la corriente.

x —y : velocidad en contra.

De esta manera obtenemos

r+y==6
r—y=3
Resolviendo este sistema, obtenemos:
6 1
B 3 -1 -9 9 >
T 1 [T =2 YT
1 -1

La velocidad en agua tranquila es % kilémetros por hora y la velocidad de la corriente es % kilémetros

por hora.

Ejemplo 6.21  Un cierto numero de estudiantes deben acomodarse en una residencia. Si se
ubicaran dos estudiantes por habitacion entonces quedarian 2 estudiantes sin pieza. Si se ubicaran
3 estudiantes por habitacion entonces sobrarian 2 piezas. ;Cudntas habitaciones disponibles hay
en la residencia y cudntos estudiantes deben acomodarse en ella?

Solucién

Sean

r : numero de estudiantes.
y : numero de habitaciones.

Entonces podemos representar el problema mediante las ecuaciones

r—2y=2
x—3(y—2)=0

Resolviendo este sistema, obtenemos:

2 3| _18
= = :18’ =
. 1 1 1 y
1 -3

Por lo tanto hay 8 habitaciones y 18 estudiantes.

‘11‘:1:

‘11

-2 -3



Ejemplo 6.22  Resuelva el sistema de ecuaciones:

or —3 = —2y
10x +4y =6
Solucién

De igual forma que en los literales anteriores, obtenemos

3 2 5 3

’6 4‘12120 ‘10 6‘30300
YT 2] 20-20 00V 5 2(20—-20 0

‘10 4‘ ‘10 4‘

como los valores de z y y indican una indeterminacién %, entonces el sistema tiene mas de una

solucién. Para encontrar la soluciéon general a este tipo de sistemas, hacemos y = t, entonces por
la primera ecuacion obtenemos = = 352t para cualquier valor de t.

5

Ejemplo 6.23  Resuelva el sistema de ecuaciones:
Tr=8—-"Ty
16y 4+ 162 —8 =10
Solucién

Haciendo uso de las formulas deducidas anteriormente, obtenemos

8 7
_‘8 16‘_128—56_72
TS 7 T 12112 0
‘16 16’

como tenemos la divisién para cero, entonces el sistema de ecuaciones no tiene solucién.

Ejemplo 6.24  Determine de ser posible los valores de a y b, para que el sistema de ecuaciones
lineales tenga solucion unica, tenga mds de una solucion, no tenga solucion y encuentre la solucion
general del sistema en términos de a y b:

1 b 1 1 2 b 1
L~y =a “r=Yy=3 2L Y=z
a) 3 1 9 ; b) @ 1 62]/ ) C) %
gy = SR MY =3
Solucién
a) Encontramos la soluciéon general en términos de a y b:
a —b % a
2 1 la+2b  3(a+4b) a 2| 3-a> 2(2-3d?)
xr = = = y =
% —b %—l—ab 2(1 4+ 6ab) % —b % + ab 1+ 6ab
a i a 1L
2 2

Para que el sistema de ecuaciones tenga solucién tnica, hacemos

1
1+6ab#0 = ab;«é—é



Para que el sistema de ecuaciones tenga méas de una soluciéon, hacemos

a+4b=0 5
a= £
2-3a?=0 = L 3
14 6ab=0 ~ T34
Para que el sistema de ecuaciones no tenga solucion, hacemos
1
1+6ab=0 = abz—g.
b) Encontramos la solucion general en términos de a y b:
1 11
ERr T .,
s b 5 | _mty _al+2) Y= 1 31 _a—3_ a2-b)
‘; —1‘ L+1  2(1+ab)’ 1 —1‘ L+1 2(1+ab)
1 1
L3 L3

Para que el sistema de ecuaciones tenga solucién tinica, hacemos
1+ab#0 = ab# -1

Para que el sistema de ecuaciones tenga mas de una solucién, hacemos

—_1
a=—3

2-b)=0
a(2 —-b) b9

a(l+2a) =0
=
14+ab=0 {
Para que el sistema de ecuaciones no tenga solucién, hacemos
14ab=0 = ab=-1.

c) Encontramos la soluciéon general en términos de a y b:

i

Para que el sistema de ecuaciones tenga solucién tinica, hacemos

C3-2 ‘
T4 —3a YT ‘

€r=

NI N ETNIE
win [ I
L\J‘g_ wlo

NSNS

e e S

1
b
1

4
4—-3ab#0 = ab;«ég.

Para que el sistema de ecuaciones tenga mas de una solucién, hacemos

3—-20=0 s

a=%

8—9a=0 = {b B ;;’

4—3ab=0 o2

Para que el sistema de ecuaciones no tenga solucién, hacemos
4

4—-3ab=0 = ab= 3

6.4. Tarea

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:



b)
)
d)

e)

f){

{
{
{
{
{

or —2y =1
3z +y=2

dx+5y =3
dx +2y =1
6 +2y=1
8r+3y=>
20 +5y=9
3z -8y =1
x+o5y =4

3x+8y=—-1
Tr+5y=>5
3z+4y =9

)

6z 4+ 7y =9
5T + 4y =8
3z +Ty=3

{5x— 6y =1
{0 33+ Ly=1
2:6-1—0 5y =2
lsz+ 3y =
{2:1,)1:+2y—
0 (E
—x+3y—

20— 0,75y =13
—0,52z 4+ 3y = 1

Wl M=

Wl ol

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a){

1,25z + 1,35y = 1,25
0,252 — 0,35y = 0,25

0,52z — 0,62y =0, 72

0,21 0,31y = 0,41
b) {7 x+7 y )

c){
d){

—0,124+ 0,2y = 0,3
z—0,3y =0,4
0,11z + 0,12y = 0,13
0,122 — 0,13y = 0,14

f)

g)

h)

1,452 + 1,25y = 0,5
2,25x — 0,25y =1,5
—2,03x 4 2,04y =2
2,04 — 2y = —1
3,120+ 3,14y =3
2,11z + 2,13y = —
2,15z 4+ 2,25y = 2,5
3,156z + 3,25y = 3,5

—N——

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

r—2y—1 05x—-y+0,25 1 r+y—-1 2x—y+3
a) x—l—y3 1—x—|—y_% 3 ¢ w+§y—2 a;+3y—2_3
2 3.2 3 2
3z +y zzc—3y_2
2 3
b) T+ 3y 3x—y_1
3 2
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
4z — 3y =0 23z — 13y =2 3z + 21y = 20
SRS Q) T %) -
z+s3y=-1,3 I3z + 23y = —2 21z — 31y =30
—1iz+1iy=-1 -3y =% 152 — 12y = 10
b) 1 2 e) =1 h) _
lsz+15y =2 —2x+4y =5 16z + 13y = —1

c){

1T+0,3ly =1

lz+ly=0,3
0,55z + ty = 0,1

n) 1 1
5 _
3r—3y=73

0) 2 4 1
5 3, 1

p) 27TV =3
%z+3y:—5

i) 0,7¢c+ 0,6y = 0,5
0,4+ 0,5y = 0,3

) |

ldz + 1,5y =1,3

oty _ x—y

2 7 =1
=y T4y
=+ 5L =2

0,35z + 0,45y = 1

) {0, 252 — 0,35y

1,752 + 1,25y = 0,5



5.

10.

11.

Determine de ser posible los valores de a y b, para que el sistema de ecuaciones lineales
tenga solucién unica, tenga mas de una solucion, no tenga soluciéon y encuentre la solucion
general del sistema en términos de a y b:

a) {ax+y=1 i) {x—(a—Z)yzS a) {aaz+by:3

z—(a+1ly=4 ar+y= -2 br+ (a+1)y=2
z + 3ay = 2 ) r+ay=3 T4+ay=>

b) J) r)
axr —3ay =1 20 —by =2 ar—y=1

0 (2a— 1)z +ay=2 K) (a+b)zx—y=-1 5) bxr+ (a—1)y =2
ar—y=a ax +by =2 ar+y=">

d) ax—|— 3a— yzl N (a—Dx+y=3 £) ar+y=1
z+(a+1)y=-1 br +y =2
axfy—SaJrl ar+y=a ar —by = -2
m)
r+ay=1 —(b+1)y=1

ax+3ay—3 r—ay=1 2ax — 3y = -3
f) n) v)
2z + 6ay = 2a ar —y =2 3+ 2ay =1

524 (Ta—2)y =3 2a+1)z—y=a (a+1Dx+by=2
g) o) _ w)
z+(a+1y=0 r4+ay=">
{a1x+2ay4 {(ab)a}er*l ) {0,3z+by2,5
x

3az — (a+ 1)y = 2a axr —y =2 ar—3y=2>=

Ay B estan a 30 kilometros uno del otro. Si parten al mismo tiempo y caminan en la
misma direccion A alcanza a B en 60 horas. Si marcha uno hacia el otro se encuentran a las
5 horas. {Cuales son las velocidades?

Una aleacién contiene tres veces mas cobre que plata y otra contiene cinco veces mas plata
que cobre. ;Qué cantidad de cada aleacién se ha de utilizar para hacer 14 kilogramos con el
doble de cobre que de plata?

Ay B trabajando juntos pueden realizar una tarea en 4 dias y 4/5 de dia; B y C jun-
tos la harfan en 4 dias y A y C juntos en 3 dias y 3/7. ;Cuantos dias gastarian los tres juntos?

Si un lote se agranda haciéndolo 10 metros mas largo y 5 metros mas ancho, su area au-
menta en 1050 metros cuadrados. Si su longitud se rebaja en 5 metros y su anchura en 10
metros, el area disminuye en 1050 metros cuadrados. Hallar las dimensiones del lote.

Dos trenes de 400 metros de largo cada uno corren sobre vias paralelas. Si van en la misma
direccién el uno pasa al otro en 20 segundos; pero si van en direcciones contrarias se pasan
en 5 segundos. Hallar la velocidad de cada tren.

Un cierto nimero de personas tiene que pagar a partes iguales un total de 72000 dolares.
Si hubiera tres personas menos entonces cada una deberia contribuir con 4000 ddlares mas.
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; Cuantas personas son?

Sesenta ejemplares del primer volumen de un libro y 75 ejemplares del segundo volumen
cuestan un total de 405000 dolares. Sin embargo, un descuento del 15 % en el primer volumen
y de un 10 % en el segundo volumen reducira el precio total a 355500 dodlares. Determine el
precio de cada volumen.

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 31v/5 metros. Determine los catetos sabien-
do que cuando se aumenta uno en un 4% % y el otro en un %O % la suma de sus longitudes
vale 14 metros.

Dos sacos contienen 140 kilogramos de harina. Si sacamos el 12,5 % de la harina del primer
saco y la hechamos en el segundo, ambos tendran la misma cantidad. ;Cuéantos kilos de ha-
rina tiene cada saco?

Dos fabricas A y B se comprometen a servir un pedido en 12 dias. Después de dos dias la
fabrica A cierra para hacer unas reparaciones, mientras que la fabrica B sigue funcionandop
normalmente. Sabiendo que B tiene un rendimiento del % % del rendimiento de A, deter-
mine en cuéntos dias se servira el pedido.

Un lingote de aleacién cobre-zinc que pesa 24 kilogramos se sumerge en agua y pierde 29—6
kilogramos en peso. Determine la cantidad de cobre y de zinc en la aleacién, sabiendo que en
el agua el cobre pierde 18—0 % y el zinc @ % de su peso.

Encuentre un namero de dos cifras sabiendo que el cociente que se obtiene al dividirle por
el producto de sus digitos es igual a % y, ademas, que la diferencia que se obtiene entre el
nimero buscado y el nimero que se obtiene al invertir el orden de los dos digitos que lo
forman es 18.

Determine un ntmero de dos cifras sabiendo que el numero de unidades excede en dos al
nimero de decenas y que el producto del nimero deseado por la suma de sus digitos es 144.

Dos trenes salen al mismo tiempo de las estaciones A y B separadas 600 km y viajan uno
al encuentro del otro. El primer tren llega a B tres horas antes de que el segundo llegue a
A. El primer tren recorre 250 km en el mismo tiempo en que el segundo recorre 200 km.
Encuentre la velocidad de cada tren.

Un viajero que va a tomar su tren ha cubierto 3,5 km en una hora y se da cuenta que a
esa velocidad llegara una hora tarde. Entonces recorre el resto de la distancia a la velocidad
de 5 km/hr y llega 30 minutos antes de que salga el tren. Determine la distancia que tenia
que recorrer.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

La distancia entre A y B por autopista es 10 km. Un ciclista sale de A en direccion a B a
una velocidad constante. Un coche sale de A 15 minutos més tarde en la misma direcciéon. Al
cabo de 10 minutos alcanza al ciclista y continua hasta B, donde da la vuelta y al cabo de 50
minutos después de haber abandonado A encuentra por segunda vez al ciclista. Determine
las velocidades del ciclista y del coche.

Un tren correo sale de la estacion A a las 5 de la madrugada en direccion de la estacion B
a 1080 km de distancia. A las 8 de la manana sale de B un tren en direcciéon de A y viaja
15 km/hr méas aprisa que el tren correo. jCuéndo se encontraran sabiendo que el punto de
encuentro es el punto medio entre A y B?

A dista 78 km de B. Un ciclista sale de A en direcciéon de B. Una hora después, otro ciclista
sale de B en direccion a A y va 4 km/hr méas rapido que el primero. Se encuentran a 36 km
de B. jCuanto hace que ha salido cada uno y cuéles son sus velocidades?

Una bandeja rectangular de 20 cm x 90 ¢cm x 25 cm (paralelepipedo rectangular) se usara
para hacer negativos fotograficos. El agua llega a través de un tubo de goma y sale a través de
otro para mantener al agua en agitacion. Se necesitan 5 minutos menos para vaciar la bandeja
a través del segundo tubo que en llenarla mediante el primero, con el segundo cerrado. Si se
abren ambos tubos, la bandeja completa se vaciard en una hora. Encuentre la cantidad de
agua que deja pasar cada tubo en un minuto.

Dos trabajadores, uno de los cuales empieza a trabajar uno y medio dias después que el
otro, pueden completar un trabajo en 7 dias. Si cada uno de ellos hiciera el trabajo indi-
vidualmente, el primero habria necesitado 3 dias més que el segundo que empezd después.
; Cuantos dias tardara cada obrero en realizar el trabajo individualmente?

Dos maquinas perforadoras de tuneles trabajando en los dos extremos de un tunel tienen
que completar la perforacion en 60 dias. Si la primera méaquina hace el 30 % del trabajo
asignado, y la segunda el 8—30 %, entonces ambas perforaran 60 metros de tunel. Si la primera
maquina ha realizado % del trabajo asignado a la segunda, y la segunda 0,3 del trabajo
asignado a la primera, entonces la primera maquina necesitaria 6 dias mas que la segunda.

Determine cuéntos metros de tunel perfora cada maquina por dia.

Dos cuadrillas de ferroviarios trabajando conjuntamente terminan una reparacion de la sec-
cion de una via en 6 dias. Para hacert el 40 % del trabajo, la primera cuadrilla sola necesitaria
dos dias més de lo que la segunda cuadrilla sola necesitara, para realizar % % del trabajo
completo. Determine cuantos dias tardaria cada cuadrilla en reparar la seccién completa por
separado.

Dos obreros juntos completan una cierta tarea en 8 horas. Trabajando individualmente, el
primer obrero podria hacer el trabajo 12 horas mas aprisa que lo podria hacer el segundo.
;Cuantas horas tardaria cada obrero en hacer individualmente el trabajo?
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6.5.

Dos tuberias tardan 6 horas en llenar una piscina. Una sola la llenaria 5 horas més deprisa
que la otra. ;Cuéanto tardara cada tuberia sola en llenar la piscina?

Dos ruedas estan girando accionadas por una correa sin fin; la més pequena da 400 rev-
oluciones por minuto mas que la grande. Esta da 5 revoluciones en un lapso de tiempo que
es un segundo mayor que el necesario para que la més pequenia de 5 revoluciones. ;Cuéntas
revoluciones por minuto da cada una?

Dos motores de combustion interna se sometieron a un ensayo de rendimiento y se encontro
que uno de ellos habia consumido 600 gramos de combustible mientras que el otro, que habia
funcionado 2 horas menos, consumi6é 384 gramos. Si el primer motor consumiera la misma
cantidad de combustible por hora que el segundo y el segundo lo mismo que el primero,
entonces ambos motores consumirian la misma cantidad de combustible durante el mismo
periodo de funcionamiento que antes. ;Cuanto combustible consume por hora cada motor?

Cuatro gruas de puerto idénticas se usan para cargar un barco. Cuando llevan 2 horas
trabajando, se ponen a trabajar con ellas 2 griias mas de menor capacidad, con lo que se
completa la carga en 3 horas. Si hubieran empezado a trabajar todas juntas, se habria com-
pletado la carga en 4,5 horas. Determine el tiempo (en horas) necesario para que realice el
trabajo completo una gria sola de las mas potentes y una griia sola de las de menor potencia.

Un estanque con cierta cantidad de agua tiene forma de cono invertido. Al agregarle 10
litros, el nivel de agua sube en un 20 %. Si la base del cono fuese reducida en 40 %, mante-
niendo la misma altura resultaria un cono que estaria lleno con la cantidad de agua inicial.
Sabiendo que la altura del estanque es 50 cm. Calcular el radio inicial y el volumen de agua
contenido en un comienzo.

Sistemas de ecuaciones lineales de mas de 2 variables

Definicion 6.5 Ecuacion lineal

Una ecuacion lineal sobre R en n variables es una expresion de la forma a1x1+asxs+...+anz, =b
donde los a;, b son niumeros conocidos y los x; son variables. Los a; se denominan coeficientes de
los x; respectivos, y b es el término independiente de la ecuacion.

Una solucion de la ecuacion lineal aiz1 + asxs + ... + anx, = b es un conjunto ordenado de n
valores ki, ko, ..., k, tales que a1ky + asks + ... + a,k,, = b.

Definicion 6.6 Sistema de ecuaciones lineales
Un sistema de m ecuaciones lineales en n variables, es una expresion de la forma

a1kt + argks + ... + ainkn, = b1
a1k + ageky + ... + agnkn, = by

ikl + amaka + ... + ampkn = by,

donde los a;j y los b; pertenecen a los niimeros reales. El primer subindice en los coeficientes indica
el nimero de la ecuacion, y el segundo, el nimero de la variable. Para un sistema de m ecuaciones



lineales en n wvariables x;, 1 = 1,2,....,n, el conjunto solucion S es el subconjunto de R™ definido
por S =51 NS3N...NS,, donde S; es el conjunto solucion de la i-ésima ecuacion, i =1,2,....,m.

Una solucién del sistema de ecuaciones lineales
a11x1 + a19x2 + ... + a1, = by
a21%1 —+ a2 —+ ...+ A2nLy = b2
Am1T1 + Gm2X2 + ... + Qn Xy, = b
es un conjunto ordenado de n valores ki, ko, ..., k, tales que

a11ky + aioks + ... + a1nkn, = b1
az1k1 + aks + ... + agnk, = bo

am1k1 + am2k2 + ...+ amnkn = bm
Para cualesquiera sistemas de ecuaciones lineales, se presentan tres tipos de conjunto solucion:

1.  Un conjunto solucién que contiene solamente un elemento. Se dice que el sistema tiene
solucién tnica y se denomina sistema compatible determinado;

2. Un conjunto solucién que contiene méas de un elemento. En este caso se dice que el sistema
tiene mas de una solucién y se denomina sistema compatible indeterminado;

3. Un conjunto solucién vacio. Se dice que el sistema no tiene soluciéon y se denomina sistema
incompatible.

Definicion 6.7 Sistema de ecuaciones lineales homogéneas
Se llama sistema de m ecuaciones homogéneas y n incognitas, al sistema

a11T1 + a2 + ... + a1, =0
211 + G22T3 + ... + A2p Ty = 0
Am1T1 + GmaXs + ... + Gmnxn =0

es decir, cuando todos los términos independientes son nulos. Se llama sistema de m ecuaciones
no homogéneas y n incdgnitas, al sistema

a1171 + a12T2 + ... + a1 Ty, = by

9121 + A22%2 + ... + @on Ty = b2

Am1T1 + AT + ... + GmnTn = by
siempre que al menos un término independiente sea diferente de cero.

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es sobredeterminado si hay mas ecuaciones que
incognitas. Se dice que un sistema de ecuaciones lineales estd escasamente determinado si hay
menos ecuaciones que incognitas.



Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es no susceptible, si errores pequenos en los
coeficientes o en el proceso de resoluciéon solo tienen un efecto pequeno sobre la solucién. Y es
susceptible, si errores pequenos en los coeficientes o en el proceso de resolucion tienen un efecto
grande sobre la solucion.

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es equivalente a un segundo sistema de ecuaciones
lineales, si tienen los mismos conjuntos de soluciones.

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice son equivalentes, si uno se obtiene del otro aplicando
una sucesion finita de operaciones elementales.

Ejemplo 6.25  Utilizando el método de operaciones elementales, solucionar el sistema de ecua-
ctones lineales:

r+y—2=3

20 —y+42 =3

3r+2y—2=28
Solucién

Multiplicamos la ecuacion 1 por 2 y luego le restamos la fila 2, multiplicamos la fila 1 por 3 y luego
restamos la fila 3:

r+y—z2=3
y—2z=1
y—2z=1

restamos la fila dos a la fila tres y a la fila uno le restamos la segunda fila:

rT+z=2
y—2z=1
0=0

podemos observar que 0 = 0, lo cual indica que el sistema es indeterminado, es decir tiene un
nimero infinito de soluciones:

r=2-—1t
y=1+2¢
z=1t

Ejemplo 6.26  Utilizando el método de operaciones elementales, solucionar el sistema de ecua-
ctones lineales:
3 —4y+6z2=7

S5r+2y—4z=5
rT+3y—52=3

Solucién
Se multiplica la ecuacion 1 por 5 y luego le restamos 3 veces la fila 2, y 3 veces la fila 3:

3z —4y+62="7
—13y + 212 =10
—13y + 21z = -2



restamos la fila dos a la fila tres:
3x —4y+6z2="7
—13y + 21z =10
0=-12

podemos observar que 0 = -12, lo cual indica que el sistema es inconsistente.

Ejemplo 6.27  Utilizando el método de operaciones elementales, solucionar el sistema de ecua-
ctones lineales:

r+y+z+u=0

r+2y+3z24+4u=0

r+3y+62+10u=0

r+4y+ 1024+ 20u =0
Solucién

A la segunda fila le resto la primera fila, a la tercera fila le resto la primera fila, a la cuarta fila le
resto la primera fila:

r+y+z4+u=0
y+2z+3u=0

2y +52+9u =0
3y+92+19u =0

A la tercera fila le resto 2 veces la segunda fila, a la cuarta fila le resto 3 veces la segunda fila:
z+y+z+u=0
y+224+3u=0

z4+3u=0
3z+10u=0

A la cuarta fila le resto 3 veces la tercera fila:

r+y+z+u=0
y+22+3u=0
z+3u=0
u=0

Como el sistema se redujo a la forma triangular, entonces el sistema tiene soluciéon tunica. Es decir
r=y=z=u=0.

6.6. Tarea

1.  Resuelva los sistemas de ecuaciones lineales:

r+3y—z=1 dr — by + 62 =3 2r —y—6z2z=3
a) 2t —2y+2=0 c) 8r—Ty—32=9 d) x—3y+22=5
5+ 6y + 32 =2 Tt —8y+92=6 r4+y—4z=1

20 +y+2=8
b) 5 —3y+22=3



f)

g)

h)

J)

k)

Sr—3z=4(1+y)
2(z+2x)=8+y
20+3x=14—z
r—5y+2z=-3
248y —z=1
3x+3y—5z=25
2r—y+3z=1
r+5y—2z=4
3r+5y —7z=2
Tr+4y — 32 =3
dr —3y+z=1
6r —Ty+32=6
—y+32=0
r+dy—z=1
x—Ty+3z2=2
2r+y—bz=2
z—8y+62=28
r+3y—z=>5
r+9y —62=38
r+oy—3z=1
Sr4+y—z2=7

Tt+9y—2=0
1) dr+4+6y —3z2=1

r+ Ty — 52 =2

5z —5y+9z =15
m) Tx+6y—z=3
20+ Ty —52=0
Tt —9y+92=0
r—12y +52 =15
3z —Ty+62=6

T—y+3z2=9
r+9y—72=0
rz+8y+2z=1
T+ Ty —4z =2
5z 4+ 10y —z =5
z+9y+3z=1
9r 4+ 5y — 2z =5
Tt +9y+2=0
r) r+9y—T72=1
20 —by+ 7z =2

P)

Q)

r+5y—92=9
0) 5 + 3y +32=0

r+9y—72=28
r—Ty+9z=1
r+8y—22="7
2z -3y +92=9
Tr—Ty+4z =38
bx+8y—32=7
dbx+o5y—Tz=7
20 -9y + 22 =2
92 +5y —92 =9
T+9y—T72="7
3x+y—92=3
5 —Ty+92=5
6r —9y+32=3
w) {2J;+4y822

Tr+9y —52=3

s
N—"
—_— e — N —

—9y+T72=5
x) r+Ty—5x =4

r—9y —52=5

Determine de ser posible los valores de a, para que el sistema de ecuaciones lineales tenga
solucién tnica, tenga mas de una solucién, no tenga soluciéon y encuentre la soluciéon general
del sistema en términos de a:

2z —3y+az=1 r+ay+z=-1 x—2a+1l)y—2=1

2c —4dy —az =2 r+y—z=1 r+y+az=-1
(a+l)z—y+z=1
(a—2)z4+y+z=1

(a—=3)r—y+z=1

r—ay+az=—1 dr -3y +az=a
20 —3y+3z=1 0)

r+y—az=a

ar+ay+z=1 J)
ar —y+az=—1

a) ar—y+z=1 f) ar—y+z=a k) Ra+r—y—2=2
r+ytaz=1 r+y—az=1 x—y—(2a+1)z=3
ax +2ay + z =2 z—(a+1l)y—z=1 2a—z+y+z=1

b) TH+y—az=a g) ar+y—(a+1)z=1 1) z+ (20 —-2)y+z2=1
2t —y+az=1 r+y—z=a r4+y+2a—3)z=1
r+y+(a+1)z=1 (a+ 1)z —y+az=-1 r+ay+3z=2

c) z+(a+1l)y+2z=1 h) r+yt+z=a m) r—y+az=3
(a+Dz+y+z=1 3r+2y—az=1 2r+y—z=a
(a+Dzx4+y+2z=2a+3 r+3ay—2=0 ar+y—z=1

d) {(al)xyzl i) {a:?;y—i—za n) z+aly+2=0



4.

ar+(a—2)y+z=1
pP) S2z—(a+1l)y—z=1 s)
3z+(a—ly+2z=1

z+y+z=1
q) 2e+y+z=-1
ar+y—z=a
Jar —2y+3z=1
r) r+2ay—3z=1
r+y+3az=1

(a+2)x4+y+2z=2
z+(a+3)y+2+3
r+y+(a+4)z=4

0,2ax —0,1ly+2=20,2
t) 0,124+ 0,3y +2=0,1 w)
0,3z — 0,4y — 2 =0,3

r+3ay —z=2
u) 3ax —y+z=1
r4+y—3az=3

200+ 2y — 3z = —1
v) r+3ay+z=1
r4+y+4z=-1
r+y—(a—3)z=1
r—(a=3)y+z=1
(a—=3)r+y—2z=1
3,2

rT+y—az=a’—a

X) r—y+z=a>—a

r+ytaz=a

Determine de ser posible los valores de a y b, para que el sistema de ecuaciones lineales
tenga solucién unica, tenga mas de una solucion, no tenga soluciéon y encuentre la solucion
general del sistema en términos de a y b:

ar+y+z=4
a) r+by+2=3
r+2by+2=4
ar+by+z=1
b) r+aby+z=0»
r+by+az=1
br—(a—1)y—z=1
ax+y—(a+1)z=1
r+y—z=a
2b-1lz+y+z=1
xr+2b—-1)y+z=>
r+y+(20-1)z=1
ar+y+z=">
e) r+ayt+z=c
r+y+az=d
r—ay—z==»b
f) br—y+z=ua
r—y+z=1
r+y+O+1)z=1
{x+(a+1)y+zb
b+lz+y+z=1
br—3y+az=1
h) ar —by+z=1
br+y+az=0

g)

z—by+az=-1
i) br+ay+z=1
axr —y+az=—b

x+3y—bz=0
J) r—by+z=a
r+y—z=0>
2bx 42y — 3z = —1
k) r+3ay+z=2»>
r+by+4z=-1
ar+ (b—2)y+z=1
1) br—(a+1l)y—z=1
3z+(b—-1y+z2=1
r+by+az=2
br+y+2=3
2e+y+z2=1
bx—3y+bz=0»b
n) 2 —by+3z=1
rt+y—az=a
b+lr—y+z=1
0) (a+2)x4+y—2z=5b
b+3)r—y+z=1

m)

ar+y+z=2>
p) r+by+z=3
r+y+az=">

Resuelva los sistemas de ecuaciones lineales:

br+y—z=1
q) r+a’y+z=>0
r+y+bz=-1
3ax —2y+3z=0»
bx +2ay —3z2=1
r+y+3bz=1
—(2a+1ly—2z=1
s) 2a+)x—y—2=0
—y—(2b4+1)z=3
r+y—(a—3)z=>b
z—b-3)y+z=1
(a—3)z+y—2z=1

t)

r+y+z=>
bx+y+z=-1
ar+by—z=a

r+y—3z2=3

0,2bx — 0,1y +2=0,2
0,1z +0,3by +2=0,1
0,3z — 0,4y —az =0,3
r+y—z="0 —b
r—y+z=ad’>—a
r+y+z=0>

x)

r+3ay —az =2
V) br—y+z=0>b



r+y+z—u=2

a) —z+y—z+2u=5 e)
3r—y+z+2u=3
2r+3y—z+2u=1

b) 3r—y+2z—u=2 f)
r—3y+z—4u=3
or+4y—3z2—u=238

c) 3x+2y—5z+2u=1 g)
TH+5y+2z+3u=2

2z —3y+2z+3u=1
d) x—5y+2z—3u=2 h)
3r —4y+z—u=-5

|
|
|

3r+4y—z2z+2u=1
r+5y—224+3u=2 i
—rx4+y—4z+5u=1
r+5+3z+u=>5

r+3y —52+2u=2
dr+y—32+2u=4
r+dy+4z—u=>5
20 —3y+z2z—3u=3

r—5y+4z—-3u=1
Sr+Ty—z+5du=1

Resuelva los sistemas de ecuaciones lineales:

r+y—z+u=2
z—y+3z—u=1

a
) r+y+2z+2u=-1 8)
3r—y+z+u=1
r+ty+z+tu=1
— —u=2
b) r—y+z—u h)
20 +y—2z4+u=1
r+2y—z+2u=2
20 —y+2z2—u=0
r+y—3z+3u=1 .
c) i)
3z+y+3z—u=0
r+y—z+3u=1
20 +3y—2z+u=0
3r+2y—5z+u=-1,
d) J)
r—3y+2z—u=0
r+y—2z4+3u=1
rT+2y—z+2u=0
—u=1
e) r+3y+z—u k)
3r+y—z+4+2u=0
r—y+2z—u=1
r+y—z+3u=3
- 3z—u=2
f) r—y+3z—u 1)
r+3y—z+u=-1
3x—y+z—u=1

3r—y+2z+u=1
r+3y—z+u=2

m)
r—y+3z—u=-1
r+y—z+3u=1
Sr+y—3z4+u=2
T—3y+2z—u=-2

n)

3x+2y—z+2u=-1
r+y—2z—u=1
—2r—-2y+324+3u=1
20 +2y —2z—2u=-1
r—3y+2z—-3u=1
—r+3y—z+2u=-1
r+2y+3z—u=3
20 —3y+2z+u=-1

o)

r—2y—3z+u=2 P)
2r+3y—z+2u=1
dr —3y+2z—u=1
dSr+4y —3z4+u=2

Q)

r4+4y —5z+2u=1
20 —y+2z—3u=2
3r—y+3z—u=3

2x4+3y—2z2+u=1
3x+2y—2—3u=2
dr —3y+z+3u=4

r)

) {
dr —y+2z—u=1 j) {

4+ 10y —4z —u =2

ot +y—1lz+u=3
4+ 11y +122 —3u = -1
r+y—z—4u=1

2x 44y —z4+4u=3
r+3y—52+2u=2

:

5z 44y — 2+ 3u = —1 {
1)

20 —y+z2—u=0
r+2y—2z—u=2
r+y—3z+2u=1

T+by—524+u=3
r—3y+3z—u=0
r+y+z—u=3

—zrz+2y—z+3u=>5
r—2y+32+2u=3
3r+y—2z4+u=1
r—y+3z—2u=2
z+3y+z+2u=1
—r—2y—2z—-2u=1
T+2y+3z+u=2
—zr—-3y—z—u=3
5t —3y+z+2u=-1
dr+ 3y — 2z —2u = -2
3z —2y+3z2—3u=3
20 —y —z+4u =4
3z -5y +T7z—u=4
r+ 7y —5z2—3u=3
20 —Ty+ 4z —u=2
r—5y+4z—-3u=1
r+T7y—52+3u=>5
dr —y+ 32 —2u =2
5c+3y—z+4u=3
x—6y+4z—u=2
Tr—12y+4z—-3u=>5
x4+ Ty —5z+4du=2
20 +5y— 12z —u =3
x4+ 12y — 152 4+ 2u = —4



20 —4y — 524+ 6u = -1 dr—3y—2+d5u=>
r+3y—3r+4u=1 £) z— 10y +2—-3u=2
3r—y+2z—3u=3 dr+2y—5z+u=3
r—4y+2z—-5u=2 rT+b0y—3z+2u=1
3r—4y+5z—u=4
r—5y+62+2u=1
20 —4dy+4z—u=3
r+5y—5z+3u=2

6. Resuelva los sistemas de ecuaciones lineales:

2r+3y+ 7z —5u+v=>5 r+2y+3z—2u+4v =4
a) r+2y+4z+Tu—2v=3 d) 3xr—6y+5z+2u=>5
3z +2y+4z+Tu—v="7 r+2y+7z—-3u—v=3
9Jr+6y+z—u+3v=2 20 +4y+22—-dSu+2v=4
6z +3y+224+3u+4dv=>5 3r —3y+2z2—-2u+4v=>5
b) drx +2y+z+2u+3v=4 e) 20 +2y+224+3u—3v=1
dr+2y+32+2u+v=0 dr+2y—324+2u—3v=2
2r+y+T7z+3u+2v=1 204+ 5y —5z2+3u—-3v=>5
Tr4+9y+4z+2u—3v=2 20 —y—6z+3u+dv=1
o) 2c —2y+z+u+4v==6 ) Tr—4y+ 2z — 15u—3v =2
Sr+6y+32+2u—v=3 r—2y—4z2+9%9u—-6v=>5
2r+3y+z+u+v=0 r—y+2z2—6u+2v="7
6.7. Fracciones parciales
Definicion 6.8  Fraccion racional
La expresion M, donde p(x) y q(x) son polinomios, con la particularidad de que q(x) es un

q(z)

polinomio no nulo, lleva el nombre de fraccion racional. El polinomio p(x) se denomina numerador
y q(x) denominador de la fraccion racional.

Por lo visto, cada polinomio t(z) es una fraccion racional, en tal caso, p(x) = t(x), q(z) = 1.

Definicibn 6.9 Fracciones racionales iguales

Las fracciones racionales p(@) Y r(z) se consideran iguales si p(x)s(x) = r(x)q(z). De aqui sigue

q(z) * s(z)

que dos fracciones racionales con iguales denominadores son iguales si y sélo si son iguales sus
denominadores.

La suma @ + Lx) de las fracciones racionales M y Lx) se denomina fraccion racional
q(x)  s(z) q(x) © s(z)
p(@)s(@) + r(z)e() y su producto M . @, la fraccién racional M
q(x)s(x) q(zx) s(x) q(x)s(x)

La diferencia y el cociente de dos fracciones racionales se determinan como el resultado de
las operaciones inversas a la adicién y multiplicaciéon. Las operaciones de adiciéon y multiplicacion



de fracciones racionales son conmutativas y asociativas; estan ligadas entre si mediante la ley
distributiva.

Definicibn 6.10 fraccién racional propia e impropia

p(x)

La fraccion racional —= lleva el nombre de propia si el grado del polinomio p(x) es menor que el
x

de q(x). Si el grado de p(x) es mayor o igual que el de q(x), la fraccion racional se llama impropia.

., . . . plx L.
Toda fraccién racional impropia E; puede representarse de un modo tnico, en forma de una
q(x

suma de un polinomio y cierta fraccién racional propia.

La representacion de una fraccion impropia en esta forma, recibe el nombre de formacion de la
parte entera de una fraccion racional impropia. Toda fraccion racional propia puede ser descom-
puesta, en forma tnica, como la suma de un namero finito de fracciones simples.

Todo polinomio q(x) de coeficientes reales q(r) = a,z" + an_12" " + ... + ag se descompone de
modo tnico en forma de un producto de su coeficiente principal a,,, de un niamero finito de poli-
nomios de la forma x — a, correspondientes a sus raices reales y de un niimero finito de polinomios
de la forma z2 + pzx + ¢, correspondientes a sus raices no reales.

p(x)

Sea ﬁ una fraccién racional propia. Supongamos que los coeficientes de los polinomios que
q(x

la integran son numeros reales y la fraccion dada es irreducible, esto significa que el numerador y
el denominador no tienen raices comunes. Entonces tenemos los siguientes casos:

x
1. Sea M la fraccion racional propia cuyo denominador tiene la forma

q(x)
q(z) = (x —a1)(z — az)...(x — an)

Entonces, para esta fracciéon es valida la siguiente descomposicion

p(:E) Ay As A,
= —+ + ...
q(z) x—a1 x—ay T — an
En esta expresion A;, As, ..., A,, son ciertos nimeros constantes, algunos de los cuales

pueden ser iguales a cero o iguales entre si.

X
2. Sea m la fraccién racional propia cuyo denominador tiene la forma

q(x)
q(z) = (x — a1)"(xz — ax)™...(x — a,)F

Entonces, para esta fraccion es valida la siguiente descomposicion

T A A A B B
plz) _ A + 2 o+t 414 2+
q(z) z—a1 (x—ay) (x—a1)” z—az2 (z—a2)
B C C C
v e T
(x—a)™ z—a (z—a,)? (x —ay)
En esta expresion Ay, Ao, ..., A,, B1, Bs, ..., B, ..., C1, Ca, ..., Cy son ciertos nimeros

constantes, algunos de los cuales pueden ser iguales a cero o iguales entre si.



p(x)

3. Sea ——= la fraccitén racional propia cuyo denominador tiene la forma

q()
q(z) = (22 + a12 + by)(2® 4 agx + by)...(2° + anx + by)

Entonces, para esta fraccion es valida la siguiente descomposicion

p(r)  Ar+ By Asx + Bo A,z + B,
q(z) 22+az+b 22+ax+by T 22+ a,x+b,
En esta expresion Ay, As, ..., Ay, B1, Bo, ..., B, son ciertos numeros constantes, algunos de

los cuales pueden ser iguales a cero o iguales entre si.

4. Sea M la fraccion racional propia cuyo denominador tiene la forma

q(x)
q(z) = (@2 + a1 + b)) (2 + agx + by)"...(2% + anx + by)*

Entonces, para esta fraccion es valida la siguiente descomposicion

qir) 224+ ax+b (22 +axz+b)2 T (22 +ax+b)™
Cix + Dy Cox + Do Loy Crx + D,
22+ asr +by (22 +azx+02)2 T (22 +ax +bo)"
Elx—i—Fl EQ.’E+FQ Ek{I?—FFk

22+ anr +b, (22 + apx + by)? et (22 4+ apx + by )*

En esta expresion Ay, Ao, ..., Ay, By, Ba, ..., By, C1, Co, ..., Cp, Dy, Do, ..., D, ..., Eq,
Es, ..., Ex, F1, Fs, ..., Fi son ciertos nimeros constantes, algunos de los cuales pueden ser
iguales a cero o iguales entre si.

Ejemplo 6.28  Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:
26 —2?2 41
(x—1)3

Solucién
Dividiendo esta expresién, obtenemos

1422 — 24 11
1 30?4 6410 4 L 2T
(x —3)*

Analizaremos la fraccion

Ma?-2e4ll A B . C
(z—3)3 -1 (z—1)2  (z—-1)3

Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:
22 A=14
4a? — 24z +11=A(x - 1)’ +Bx—-1)+C = {z': 244+ B=-24
2 A-B+C=11



Resolviendo este sistema, obtenemos A = 14, B = 4, C = 1. De donde

142% — 240 411 4 4 1
(xz —3)3 S x—1 (z—-1)2  (z-1)3

Por lo tanto la fracciéon racional queda descompuesta por:

142% — 24x +11 14 4 1

3 2
3 6 10 = .
v et w10 (x —3)3 m—1+(x—1)2+(x—1)3

Ejemplo 6.29  Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:

28 — Tzt +82% —8x + 8
3+ 1

Solucién
Dividiendo esta expresién, obtenemos

3 x—1
—7 Tz
x T+ RCE]
Analizaremos la fraccion
z—1 z—1 A Bx +C

x3+1:(:c+1)(:c27x+1) $+1+1’27$+1

Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:

22: A+ B=0
r—1=A@?—24+1)+ Bz +C)(z+1) = {z': —A+B+C=1
20 A+C=-1

Resolviendo este sistema, obtenemos A = —

2 2z-1 1( 2 1-2z
- + =—= +
z+1 x22—-2+1 3\z+1 22—-2+1

7B:%7 C:—%. De donde

wn

Por lo tanto la fraccién racional queda descompuesta por:

1 2 1-2z
3
-7 7T— = .
. vt 3(x+1+x2x+1>

Ejemplo 6.30 Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:

r+1
(x+1)*—16

Solucién
Analizaremos la fraccion

r+1 A B Cx+D

(z = 1)(z +3)(x? + 22 +5) x—1+x+3+m2+2x+5

Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:

x+1=A(x+3)(2* 42z +5) + Bz — 1)(z* + 22 + 5) + (Cz + D)(z — 1)(x + 3)



w

z>: A+ B+C=0
22: 5A+B+2C+D=0
z': 11A+3B—-3C+2D =1
2V 15A—-5B—-3C =1
Resolviendo este sistema, obtenemos A = %6, B= %, C= fé, D= fé. De donde
I i SN SR S T
r—1 x+3 22+2x+5 16\z—1 x+3 22+22+5

Ejemplo 6.31  Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:

zd+1

Solucién
Analizaremos la fraccion
1 Ar+ B Crx+ D

(x2+\/§x+1)(x2—\/§x+l)_x2+\/§9c+1 22 —vV2x+1

Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:

1=(Az+B)(2?—V224+ 1)+ (Cx+D)(a*+V2z2+1)

2 A+C=0

22: —V2A+B+V2C+D=0
't A-V2B+C+Vv2D=0
20 B+D=1

Resolviendo este sistema, obtenemos A = ﬁ, B = %, C= —%, D= % De donde

1

%er% n —%er% 1 V2ax+2 V2 —2

224+V22+1 22—22+1 4\22+V22+1 22—-V22+1]/
Ejemplo 6.32  Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:
82
x4 —1
Solucion
Analizaremos la fraccion
82 A B Cx+ D

D@D+ o+l z—1 " 211
Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:
872 = A(x — 1)(2® + 1) + B(z + 1)(2? + 1) + (Cz + D)(2* — 1)
5: A+ B+C=0
2. ~A+B+D=38
Lt A+ B-C=0

X
xX
x
2t —A+B-D=0



Resolviendo este sistema, obtenemos A = -2, B=2, C' =0, D = 4. De donde

&2 2 2 4
-1 41 x—-1 2241

Ejemplo 6.33  Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:

3

x4 + 1822 + 81
Solucién

Analizaremos la fraccién
x3 B Ax + B Cx+D

(22492 2249  (22+9)?

Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:

23 A=1
2. B=0
8= (Az+ B)(a>+9)+ (Cz+D) = "
v = (e )@ )+ (Cx ) ' 9A+C =0

20: 9B+D =0

Resolviendo este sistema, obtenemos A =1, B=0, C = -9, D = 0. De donde

x3 T 9z

i+ 1822 +81 2249  (22+9)2
Ejemplo 6.34  Descomponga la fraccion racional en fracciones elementales:

1
26 4223 +1

Solucién
Analizaremos la fraccion

1 A B Cr+D Ex+ F

= + +
(x4+1)2(x2—2z+1)2 z4+1 (z+1)2 22—z+1 (22—24+1)2
Eliminamos denominadores y establecemos un sistema de ecuaciones:

l=A(z+1)(@* —2+1)*+B@* -2+ 1)+ (Cz+ D)z +1)*@* -2+ 1)+ (Ex+ F)(z +1)?

¥ A+C=0

2. —A+B+C+D=0

: A-2B+D+E=0

22: A+3B+C+2E+F =0

2t ~A—-2B+C+D+E+2F =0
2 A+B+D+F=1

Resolviendo este sistema, obtenemos A = %, B = é, = f%, D= %, FE = f%,
1 1 2 n 1 2¢ — 3 3z —3
26 +2234+1 9\z+1 (z+1)2 22—z+1 (22—z+1)2

F = % De donde

6.8. Tarea

1.  Descomponga la fraccién racional en fracciones elementales:



20 4+3x -1
34222 —x -2’

322 +3z+1
223 4+ 1122 + 42 — 5’

22 +3z+6 )
423 4+ 822 — 9 — 18’

223 4+ 32+ 3

305 + 2022 + 292 — 12
503 —4x% +x—3 )
241% — 3422 —br + 3
3 —4

5023 + 17522 — 20 — 7
=52 +2x -5 ]
1223 + 4122 + 132 — 6’
22t — 222 —3x — 1 ]
623 + 2522 + 31z + 10’
325 =522 +2x+5 )

23 + 222 — 33z — 90’

J)
k)

)

3x5—5x2+2x+5.

23 4222 — 332z — 90’

a® —bat + a3 -2

623 4+ 522 —Tx — 4’
22 +2x+6

(z—1)(z—2)(x —4)’
1

s)
t)

CESCE T Cr )ik
v)

w)

)

23+ 22+ +2 ]
(x =122 +2+1)
x4—2x3—|—3x2—x—|—3.
3 — 222 + 3z '
x3+x2+x—|—2.
244322 +2
23+ a2 —5x+15 .
(22 +5)(22 + 22+ 3)’

y)

Descomponga la fracciéon racional en fracciones elementales:

a)
b)

6 zt 41
S-1 9 a7
2’ —x 2? —x
P R e } T4

e) @ )
xﬁg—l’ g
f) -5 h

Descomponga la fraccién racional en fracciones elementales:

[ gy g |

23 _ 32 ;

2 —2x+2 )

23 4 222 — 8z’
S5x — 13

(22 — 5:17+6)2;

x2—|—5x+4.
x4+ 532 + 4’
522+ 3z —1

(24 5)(z* + 1);

f)

g)

CE4+3CL'3+3.%'2—5.

3 4+322+3x+1"
28 +52° +3z4+3z—1

k)

x—1 )
22(x — 2)(z +1)2’
x4+8x3—x2+2x—|—1.

(2 4+ x)(z3+1)
3r+5

-2 —x+ 1’

32+ 2 —1 )
(x = 1)%(z+2)’
1—2x ]
z(r +1)2(22 + 2+ 1)2’
r+4 .
3 +622+ 11z 46’
2+ 322 -1 )
(22 4+ 1)(25 - 1)’
522 + 6z — 23
(z—2)(z +1)2(z—1)%

x4—|—1. ) x° — 3z

26 417 22(x% — 1)’

2x2—|—3. ) 1

(x2 4+ 1)2’ Vo a2y
22 +5x+1

623 + 1922 + 20 — 3’

2x4—3x2+2x—|—5_

x(2z — 1)%(222 — x + 3)? 2

xd —x4+4x2+8$.
RS L
2

m4+2x3+231v2+2x+1;n

)

Ecuaciones cuadraticas

(22 — 4z + 4) (22 — 4z + 5)

m)

1023 + 1922 —9 '’
m6+$5—3m4+2x3—1.

(x —3)2(22 +2x +5)2
Sad + 222 —x+1
623 + 1722 — 592 + 30°

La ecuacién cuyo primer miembro es un polinomio de segundo grado, con respecto a la in-

cognita z, y el segundo miembro es igual a cero, se denomina cuadratica. La forma general de la
ecuacién cuadratica o ecuacién de segundo grado es Ax? + Bz + C = 0. Los ntimeros A y B son
los coeficientes del término principal y de la incégnita de primer grado, respectivamente y C, el
término independiente.

El niimero x, que hace igual a cero el trinomio cuadrado Ax? + Bz + C, se denomina raiz de

la ecuacion cuadratica Az? + Bx + C = 0.



Si en la ecuacion cuadratica de la forma general Az? 4+ Bz + C = 0 uno de los dos coeficientes,
B o C, es igual a cero, o ambos a la vez son iguales a cero, la ecuaciéon cuadrética se denomina
incompleta. Son posibles tres formas de ecuaciones cuadraticas incompletas:

1) Az?+Bz=0(C=0,A+#0, B +#0): Esta ecuacion se resuelve descomponiendo el primer
miembro en factores, z(Az + B) = 0. El producto se anula cuando uno de los factores es igual a
cero; por eso, o bien £ = 0, o bien Az? + Bz = 0, de donde = = —%. De este modo, la ecuacion

Ax? + Bz = 0 tiene dos raices; 21 = 0, 25 = — £,

Ejemplo 6.35  Determine las raices de la siguiente ecuacion cuadrdtica
372 + 4z = 0.

Solucién
Esta ecuacion la resolvemos de la siguiente manera:

502 44z =0 = 2(Br+4) =0 = {70 - =0
3xr+4=0 T=-—3

2) A224+C=0(B=0,A#0,C #0): La ecuacién Az? + C = 0, después de dividir los
términos por A y pasar el término independiente al segundo miembro, la reducimos a la forma
2% = —%, de donde x = £,/ —%. Si los coeficientes A y C' tienen signos contrarios, tendremos que

% <0, y por eso la incognita x tiene dos valores reales de signos contrarios

Tr1 =

Xro =
Ejemplo 6.36  Determine las raices de la siguiente ecuacion cuadrdtica
5% +2 = 0.

Solucién
Esta ecuacién la resolvemos de la siguiente manera:

2 2
522 —2=0 = 2’=2 = x=H44/%
x x 3 x 5

3) Ax2=0(A#0, B=C =0): La ecuacion Ax> = 0, puesto que A # 0, 22 =0, v = 0. Se
dice que el ntiimero 0 es raiz doble de la ecuacién Az? = 0, es decir, z; = x5 = 0.

Ejemplo 6.37  Determine las raices de la siguiente ecuacion cuadrdtica
222 = 0.

Solucién
Esta ecuacion la resolvemos de la siguiente manera:



La ecuacion cuadratica, cuyo primer coeficiente es igual a 1, es decir, la ecuacion de la forma
22 + Pz + Q = 0, se llama reducida.

Transformando el primer miembro de la ecuacion cuadratica reducida

P P\? [/P\?
219, —) - (= —0.
<+ 2x+(2> (2) +Q@=0

En el primer miembro de esta ecuacién se introdujeron como sumandos dos niimeros contrarios

(§)2 y — (§)2, lo que, desde luego, no varia la magnitud del primer miembro. Después de pasar

los ultimos dos sumandos al segundo miembro, tendremos

2 2 2 2
x2+2-§x+<§) =<]23> -Q = <m+§> Z%—Q.

. . 2
Extraemos la raiz cuadrada de ambos miembros, considerando que (%) — @ > 0 en tal caso

S (CRUIEN WA =

Esta es precisamente la formula con la cual se calculan las raices de la ecuacion cuadratica reducida,
lo cual se puede expresar como: Las raices de la ecuacion cuadratica reducida son iguales a la mitad
del segundo coeficiente, con signo contrario, mas - menos la raiz cuadrada del cuadrado de esta
mitad menos el término independiente.

[ [~

To =

(V]

Ejemplo 6.38  Determine las raices de la siguiente ecuacion cuadrdtica
z? 442 —5=0.

Solucién
Esta ecuacion la resolvemos de la siguiente manera:

=-2 \/42——5 =1
P +dr—-5=0 = o 2 +y(E) ~(9) = {xl

Tg = — Ty = -5
Si se necesita hallar las raices de la ecuacién cuadrética de la forma general Az? + Bz +C = 0,
después de dividir todos los términos por A (A # 0) ella se convierte en reducida

B C
2, = =
o+ —r+ 0.

En tal caso

—B+VB? —4AC

I =
2A
—B —vB? —4AC
T —
2A

Esto se puede expresar como: Las raices de la ecuacion cuadratica de la forma general son iguales a
una fraccion cuyo denominador es el doble del primer coeficiente y el numerador es igual al segundo
coeficiente, con signo contrario, més - menos la raiz cuadrada del cuadrado de este coeficiente menos
el cuadruplo del producto del primer coeficiente por el término independiente.



Ejemplo 6.39  Determine las raices de la siguiente ecuacion cuadrdtica
272 +3r —1=0.

Soluciéon
Esta ecuacion la resolvemos de la siguiente manera:

) @ = —344/32—-4.2.(—1) T = — 3417
1 22 1

207 +3r=1=0 = 3-/Fa2(C) gy = =3=VIT
ro = 2.2 2 4

Entre las raices de la ecuaciéon cuadratica y sus coeficientes existe una dependen-cia expresada
en las siguientes propiedades:

1. La suma de las raices de la ecuacion cuadratica reducida es igual al segundo coeficiente
con signo contrario, y el producto de las raices es igual al término independiente.

2. Si la suma de dos numeros desconocidos es igual a P y su producto es igual a @, los
nimeros buscados son las raices de la ecuacién cuadratica z? — Pz + Q = 0.

3. Para la ecuacién cuadratica de la forma general Az? 4+ Bx + C = 0, después de reducirla

a la forma 22 + %x + % = 0, tendremos x1 + x5 = —% V T1 X9 = %.

Utilizando las propiedades de las raices de la ecuaciéon cuadréatica, todo trinomio de raices reales
se puede descomponer en factores:

B
Az’ +Bx+C = A(mQ—i-Am—i-j)
= A[ac2 — (x1 + z2)x + z122]

= (2% —212) — (222 — 2129)]

z(x —x1) — x2( — 21)]
= Az —z—1)(x — x2).

Al resolver una ecuacion cuadratica de coeficientes numéricos en ciertos casos se obtienen dos
raices reales, diferentes entre si; en otros casos, dos raices reales iguales, y en los demas, dos raices
imaginarias.

En este analisis tiene especial importancia la expresion A = B2 — 4AC, llamado discriminante
de la ecuacién se segundo grado. Son posibles tres casos:
CASO1. A>0,A>0:
Si el discriminante es un niimero positivo, la ecuacion cuadratica tiene dos raices reales y distintas,
puesto que la expresion ++/B2 — 4AC representa en si dos niimeros contrarios, mas atn, ninguno
de ellos es igual a cero; por lo tanto, las fracciones

-B—vVA —-B++VA
24 Y 7 24

tienen diferentes numeradores para denominadores iguales. Con respecto a los signos de los coefi-
cientes B y C se pueden efectuar las cuatro suposiciones siguientes:

1. B <0, C > 0:Si el término independiente es positivo, ambas raices son de signo igual,
puesto que x1zo = % > 0. La suma de las raices x1 + x5 = —% > 0, y, por eso, ambas raices
son positivas.



2. B >0,C > 0: Ambas raices son negativas y de igual signo, puesto que el signo de la suma
de las raices es contrario al signo del coeficiente % > 0.

3. B < 0, C < 0: Las raices son de signo contrario, dado que el producto es negativo,
T1To = % < 0. La raiz mayor en valor absoluto es positiva, ya que x1 + 2 = —% > 0.

4. B > 0, C < 0: Las raices son de signo contrario. La raiz mayor en valor absoluto es
negativa.

Ejemplo 6.40 Determine las raices de las siguientes ecuaciones cuadrdticas:

a) 222-5r+1=0; b) 322+2x+4=0; c) 42°-3x—-2=0; d) 5r?+2x-3=0.
Solucién

Estas ecuaciones las resolvemos de la siguiente manera:

—(—5) (_5)2_4.2.1 - 5+\/ﬁ
= 1=
0n? Er il 2.2 4
a) x? —br + 0 = —(=5) = /(=52 —4-2-1 = 5—/17
Ty = 2.9 ey
24+ _-41-3.4 —14+/-11
b) 302+ 2 +4—=0 e 2.3 A
) dtt2rtd=0 = 9 VP434 —1- /=11
To = o= Ty
2.3 3
P ) VA ) e R ) Lo 3+ Val
1= 1=
2 e o 2.4 8
c) 42?-3x-2=0 = (-3)— /(3241 (—2) = 3 — 4l
To = 5 Z‘Q:T
 —2+/52—4-5-(=3) 3
d) 52+2r-3=0 = e L = ml_g
= 9 /22 4.5 (-3 _ -
Lo = 5TE ( ) To = 1

CASO 2. A>0,A=0:
Ambas raices son reales e iguales, r1 = x5 = —%, como se desprende de la férmula de las raices
de la ecuacion cuadratica. Si B > 0, ambas raices son negativas; para B < 0, ambas raices son
positivas.

CASO 3. A>0,A<0:
La ecuacion cuadratica no tiene raices reales, puesto que la raiz cuadrada del ntimero negativo v A
es un ndmero imaginario.

Los resultados del analisis estan expuestos geométricamente en las graficas del trinomio cuadra-
do. En el caso 1 la parabola corta el eje de abscisas en dos puntos x1 y x2 (21 y @2 son raices del
trinomio y al mismo tiempo raices de la ecuacion cuadréatica).

En el caso 2, la pardbola es tangente al eje de abscisas (las dos raices se confunden en una).
En el caso 3, la parabola no corta al eje 0X (las raices imaginarias)

Ejemplo 6.41  Determine para qué valores reales del pardmetro k las raices de la ecuacion
(k—3)z? —2kz +6k =0

son reales. sBajo qué condiciones las raices serdn positivas?
Solucién



1) Si k # 3, la ecuacion es de segundo grado. Las raices seran reales si A > 0, es decir

1
(—2k)? —4(k —3)6k >0 = 4k(18-5k)>0 = 0<k< 38
luego k € [0; 22]\3.
2) Supongamos que k = 3, entonces tenemos la ecuacion lineal

—6x+18=0

de donde obtenemos x = 3 € R.
Asi, hemos determinado que las raices de la ecuacion serén reales si k € [O; 15—8}
Si x1 y x2 son las raices reales de la ecuacion, se tiene que

T+ 29 = — N X1X9 = —

A A

Luego las raices seran positivas si
T14+22o>0 A 129 >0

Si k =3 entonces x =3 >0
Si k # 3, entonces las raices seran positivas si

2k 6k
— >0 AN ——>0
k—3 k—3
con k € [0; 15—8] \3. Resolviendo las inecuaciones, obtenemos k € (3; 1—58] En consecuencia las raices
seran reales y positivas si k € (3; %]

Ejemplo 6.42  Una parcela de tierra de 520 m? tiene forma rectangular, uno de sus lados

constituye el 65 % del otro. Hallar estos lados.

Soluciéon

Sabemos que el area del rectangulo esta dado por A = zy. Como y = 0, 65z, entonces 520 = 0, 6522
despejando x, obtenemos

520
= = 20V/2
x 0.65 = =202

Remplazamos x para obtener y
y = 0,65 (20\/5) — 13v2.

Ejemplo 6.43  Una caja sin tapa de 24 centimetros cubicos de capacidad, se hace de una pieza
cuadrada de carton cortando cuadrados de 2 centimetros de lado en cada esquina y doblando los
lados. Hallar las dimensiones de la pieza de cartéon que se mecesita.

Solucién

Sea x la dimension pedida. La caja tendra por dimensiones (x —4) por (z — 4) por 2 y su volumen
serd 2(x — 4)(x — 4). Asi, pues

1 =4+ 2V3

2r—4)2 =24 = z—4=+42V3 =
(z—4) * {x2:4—2\/§

Entonces, el cuadrado de cartén necesario tiene 4 + 2v/3 centimetros de lado.



Ejemplo 6.44  Por dos tubos juntos se puede llenar un depdsito en 6 horas 40 minutos. Hallar
el tiempo que cada uno solo emplearia para llenar el depdsito si uno de los tubos puede llenarlo en
3 horas menos que el otro.

Soluciéon

Sea x, el tiempo en horas que necesita el tubo menor, = — 3 es el tiempo que necesita el mas grande.
Entonces %, es la parte que llena en una hora el tubo menor, ﬁ, parte que llena en una hora el

tubo mayor. Como los dos tubos juntos llenan el depédsito en % del deposito en una hora.

1 1 3

T x—SZ%

= 20(x — 3) + 20z = 3z(z — 3)

Tr1 =

= ol

302 —49x +60 = 3z —4)(x —15) =0 = {

To =
El tubo menor llenara el depoésito en 15 horas y el mayor en 12 horas.

Ejemplo 6.45  Si se lanza hacia arriba un objeto con velocidad inicial v metros por sequndo,
su altura s metros sobre el suelo después de t sequndos viene dada por s = vt — %th. Con g = 9,80
metros por sequndos y velocidad inicial 120 metros por seqgundo, hallar:

a) Cudndo estd el objeto a 60 metros sobre el suelo.

b)  En qué momento alcanza su mayor altura y cudl es ésta.

Solucién

La ecuacién del movimiento es s = 120t — 4, 9¢2.

a) Sis =60, entonces

60 = 120t — 4,9t = 4,9t — 120t +60=0 = t =

9,8 1

120 =115 t1 =24
———
t2 = bl

Al cabo de t = 0,5 segundos, el objeto esta a 60 metros sobre el suelo y sigue subiendo. Después
de t = 24 segundos el objeto esta a 60 metros sobre el suelo y va cayendo.
b) El objeto esta a su maxima altura cuando

-b  —(-120)

t=—=——"""""-=12,24 d
2 204,9) , 24 segundos

Su altura estd dada por
120t — 4,9t% = 120(12,24) — 4,9(12, 24)* = 734, 9metros.

Ejemplo 6.46  Dos personas salen simultineamente de dos ciudades A y B y van una en
direccion de la otra. La primera persona camina 2 km/hr mds de prisa que la sequnda y llega a
B una hora antes que la segunda lleqgue a A. Si A y B distan 24 km. sCudntos kilometros recorre
cada una de las personas en una hora?

Solucién

Sea v km/hr la velocidad de la primera persona P4, entonces la velocidad de la segunda persona

Pg serd de (v — 2) km/hr. La persona P4 tardard t; = 2% horas y Pp tardard t; = -2 horas.
Como Pp llega una hora més tarde que P4, entonces
24 24 v? — 20 —48
to=ti+1 = — =1 = T =5 y=8 V v=-6
v—2 v v(v — 2)

Pero v > 0, asi, v = 8 km/hr. Luego la distancia que recorre P4 en una horaesde d; =v-1=38
km y Pp recorre do = (v —2)-1 =6 km.



Ejemplo 6.47  Un tren rdpido fue obligado a detenerse 16 minutos en un disco rojo. Para
recuperar este tiempo, viajé en un tramo de 80 kilémetros, 10 km/hr mds rdpido que lo normal.
& Cudl es la velocidad normal del tren?

Solucién

Sea v km/hr la velocidad prevista por el tren (donde v > 0). La velocidad real fue de (v + 10)
km /hr.

El tiempo previsto era de t; = % hr, pero realmente t, = uiom hr. Por hipétesis tenemos que
b 16
1= =
es decir
80 80 16 v? + 10v — 3000
v w10 60 v(v + 10) v !

pero v > 0 luego v = 50 y la velocidad normal del tren fue de 50 km /hr.

6.10. Tarea

1.  Formar la ecuacién cuadratica si sus raices son:

a) m+n, m-—n; g) 5—2V5, 5+2V5; 1) %4—%,%—1—%;

b) m++/n, m—/n; h) 2m—+/3, 2m+/3; m) 2 4n2 n_ nva,
c) 1++/5, 1—/5; i) 1-3mv2, 1+ 3myV2; n) ﬂmﬂ/gmﬂ’f 5"
d) 2—’_\/5?2_\/5; j) %_\/Q’ %—’_\/i’ gn n\7/53 5n ,n\/g
e) 2-3v2, 2+3V2; K) 3-8 343, 0) om TN T

f) 1+v3, 1-V3

2. ;Para qué valores del coeficiente M cada una de las ecuaciones tiene dos raices iguales:
a) 422+ Mzx+9=0; b) 22-21+3M)z+7(3+2M)=0; ¢) Maz?+4r+1=0.

3. ;Qué valor tiene M si la ecuacion
a) 4z?+ Mz + 9 = 0 tiene una raiz igual a A — B;
b) 2%+ Mz — 18 = 0 tiene una raiz igual a — 3;
c) Maz? — 15z — 7 = 0 tiene una raiz igual a — 7;
d) 22+ Mx+ A% +5A+6 = 0 tiene una raiz igual aA + 37.

4.  Silas raices de la ecuaciéon Mx? 43z — M +1 = 0 las designamos por x; ¥ 2, ;qué valores
hay que dar al parametro M para que:

a) w1 — 22 =1; b) 2z + 3z, = —2; c) 2?-z3=3.

5. Si las raices de la ecuacion 3z + (M — 3)z + 2M = 0 las designamos por x1 y T2, jqué
valores hay que dar al parametro M para que:
a) 2 — 2wy = 5; b) a1+ 5xy = —3; c) zi+xi=2.



10.

11.

12.

13.

14.

Si las raices de la ecuacion (M? — 2M + 2)2% — 2x + 3 = 0 las designamos por z1 y T2,
;qué valores hay que dar al parametro M para que:
a) 7 —4r3=1; b) 92% + 23 = 3; c) ¥-13=1

Si las raices de la ecuacion (M + 2)z? — Mz + 4 = 0 las designamos por x; y xo, {qué
valores hay que dar al parametro M para que:
a) 3+ 8x3=1; b) 2% — 423 = 4; c) 2} —a13=38.

Si las raices de la ecuacion (M — 1)z2 + 3x + M — 1 = 0 las designamos por z; y xa, {qué
valores hay que dar al parametro M para que:
a) 8z —a3=1; b) af—a3=1; c) x3—12i=4.

Si las raices de la ecuacion x2 4+ 3z + M = 0 las designamos por 1 y 3, {qué valores hay

que dar al parametro M para que:
a) 1z — g = 6; b) 3z — a9 =4 c) L=-2 d) 2?+a23 =34

JPara qué valores del término independiente las raices de la ecuacién 322 +2x — A = 0 son
entre si como 2 : 37

Formar la ecuacién cuadrética, cuyas raices son iguales a (x1 + 22)? y (21 — 22)?, donde
Z1 y o son raices de la ecuaciéon Az? + Bz +C = 0.

Conocida la ecuacién Az? + Bx + C = 0, formar una nueva ecuacién de segundo grado
cuyas raices sean inversas a las raices de dicha ecuacion.

Dada la ecuacién 4z + Mx + 50 = 0. ;Para qué valores de M la relacién de las raices es
1 _ 59
xo 27

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

a) 2z(z+6)=2%—3x; m) r o -1
b) x+2z(x—1)=5; xr+2 xz+1 ’
9 T T 1
c) z°—Tx+6=0; n) — =
d) 322 —Tz—1=0; A A
e) (z+2)2?=2z+2)+3=0; o) Tt o3 = b
f) z(x—3)—-2z(vV2x—-3)=0; JC+1 x—|—1 1
g) 2?+4r-8/8x+20=0; P a9 x5 5
h) (z+1)(z—3)-2x+V7)=0; L 2 3 _
) (@—1)(x—5)—3@+2) =0; D g T e

) 7(@?+52+8)=3(z+1)(z—2) =0; r) Vhr—3++Vidr+3=2;
k) 1:—5+23:—1:5:£—1_12; s) Vr—8++V3r—2=2;

2.+ 3 10 5 t) 322 — 5z + /322 — 5 +4 = 16.
)

2
6x75_31:+3.
dr —3 22+5’
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

a) Vr+s—4Vrrl+vVr+2-2y/z+1=1;
b) Vr—2/r—1++Vz+3—-4v/z—1=1;
) Ve+24+2Vz+1l+Ve+2-2V/z+1=2;
d) V1—dx+422 + 1+ 4o + 422 = 2;

) yllel =4I+ %+ 1ol + = 4.

Encuentre las raices reales de la ecuacion:
a) [22-3z+3|=2; e) 2z22+2x-5=x-1; i) (z+1)?-2)z+1|+1=0;
b) [2r—2?+3/=2  £) 2243f[+2=0;  j) |o2—4/— 927 =5

c) |[P*+ax-1=22-1; g) |22-1+2+1=0; k) |a? — 9]+ |22 — 4] = 5.
d) [2?2-2-3|=-2-1; h) [22-9|+]|z—-2|=5;

Dos turistas se dirigen simultaneamente a una ciudad que se encuentra a la distancia de 50
km de ellos. El primero de ellos hace por hora 1.5 km maés, debido a lo cual llega a la ciudad
una hora antes. ;Cuantos kilometros por hora hace cada turista?

La distancia entre dos ciudades por rio es de 100 km. Un barco pasa esta distancia dos
veces (hacia arriba y hacia abajo) en 9 horas 30 min. Determinar la velocidad del barco en
agua muerta o estancada, si la velocidad de la corriente es de 4 km /hora.

Se va a bordear un cuadro de flores rectangular de un jardin que tiene 16 x 24 metros, con
una faja de anchura uniforme que doble su area. Hallar la anchura x de la faja.

Dos obreros trabajando juntos pueden cumplir una tarea dada en 20 horas. El primero de
ellos por separado puede realizar el mismo trabajo 10 horas mas rapidamente que el segundo.
;En cuantas horas cada obrero por separado puede realizar la tarea?

Si la longitud y anchura de un rectangulo, de 2 por 4 centimetros, aumenta en la misma
cantidad, el area del nuevo rectangulo medira el doble de la original. ;Cuales son las dimen-
siones del nuevo rectangulo, expresadas hasta centésimos?

Una piscina se llena por intermedio de dos tubos en 1,5 horas; el primer tubo por separado
puede llenar la piscina dos horas antes que el segundo tubo solo. ;En cuantas horas cada uno
de los tubos por separado puede llenar la piscina?

Un agricultor establecié que con la existencia de una reserva de semillas de 22,5 toneladas
se puede plantar toda la parcela destinada a la papa. Durante la plantacién se supo que
las semillas eran selectas y por eso se puede disminuir la norma de plantacién propuesta,
aproximadamente, 200 kg por hectarea. Esto condujo al aumento de la superficie de siembra
en 1 hectéarea. ;Cual ha sido la norma de siembra de papa proyectada por hectérea y cual es
la superficie de la parcela inicial?



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

La distancia entre dos estaciones ferroviarias es de 100 km. El tren rapido recorre este
camino 45 minutos mas rapidamente que el tren de pasajeros ordinario. Hallar la velocidad
de cada tren, si se sabe que la diferencia entre sus velocidades es de 20 km /hora.

El interior de una caja cibica se tapiza de material aislante de % centimetro de espesor.
Hallar la primitiva dimensién interna sabiendo que el volumen ha bajado en 271 centimetros
ctbicos.

Un turista salio de A a B y hace un promedio de 8 km/hora. Cuando éste recorrioé 27
km, desde B a su encuentro sali6 otro turista, quien recorria en una hora la vigésima parte
de todo el camino de B a A y se encontrd con el primero después de tantas horas, como
kilometros por hora el mismo hace. Determine la distancia de A a B.

La anchura de un rectangulo mide 8 pulgadas menos que su longitud. Si su area es de 33
pulgadas cuadradas, ;Cuales son sus dimensiones?

Un rectéangulo tiene su longitud 7 centimetros mayor que su ancho; siendo su area 228
centimetros cuadrados, jcudles son las dimensiones?

Dos mangueras pueden llenar un depésito en 4 horas, cuando se usan ambas al mismo
tiempo. ;Cuéntas horas se necesitaran para que cada manguera por si sola llene el deposito,
si la de menor diametro tarda 3 horas mas que la de mayor didmetro?

La presion p, en libras por pie cuadrado, del viento que sopla a v millas/hora se determina
por medio de la féormula p = 0,003v2. Si el medidor de dicha presién, en un puente, registra
una presion del viento de 14,7 libras/pie2, ;Cual es la velocidad del viento?

Una prensa de imprenta nueva puede hacer un trabajo en 1 hora menos que otra, més an-
tigua. Juntas, pueden realizar el mismo trabajo en 1,2 horas. ;Cuanto tiempo tardara cada
una sola en efectuar dicho trabajo?

Una lancha rapida tarda 1 hora mas en viajar 24 km contra la corriente de un ri6 que en
el viaje de regreso. Si la lancha viaja a 10 km/h en agua tranquila, ;Cuél es la velocidad de
la corriente en su viaje de 24 km?

;Cuales son las dimensiones del mayor campo rectangular que se puede cercar con 1200
metros de valla?

JAproximadamente a que distancia estara el horizonte de un avién que vuela a 2 millas de
altura? Suponemos que el radio de la tierra mide 4000 millas.



35.  Dos embarcaciones se separan perpendicularmente una de la otra, al partir al mismo tiem-
po del mismo muelle; 1 hora después, estan a 13 km de distancia. Si una de ellas viaja 7
km/h mas aprisa que la otra, ;Cuél es la velocidad de cada una?

36. Una bandera tiene una cruz blanca, de anchura uniforme, sobre fondo rojo. Encuentre la
anchura de dicha cruz, que abarque exactamente la mitad del area total, dado que la bandera
mide 4 por 3 pies.

37. A 20 millas/hora, un automovil choca con un objeto estacionario, con la misma fuerza que
tendria si hubiera caido 13,5 pies; es decir, como si lo hubieran arrojado de la azotea de una
casa ordinaria de una sola planta. En general, un auto que se mueve a r millas/hora golpea
a un objeto estacionario con una fuerza de impacto equivalente a la que ejerceria, al caer
de cierta altura a, dada por la formula a = 0,03367r2. ;A que velocidad, aproximadamente,
deberé desplazarse un auto si se estrellara con tanta fuerza como si hubiera sido arrojado de
un edificio de 12 pisos; es decir, desde 121 pies de altura?

38.  En una ciudad, en un dia determinado, la ecuacion de la demanda de gasolina es d = 220y

la ecuacion de la oferta es s = p— 80, donde d y s denotan el nimero de galones demandados
y suministrados, respectivamente (en millares), al precio de p centavos de dolar por galon.
Encuentre el precio al que la oferta resulta igual a la demanda.

39.  Dos turistas A y B salieron simultdneamente de distintos lugares al encuentro mutuo. Al
encontrarse resultd que A recorrié 210 km més que B. Si cada uno de ellos continda su camino
a la velocidad anterior, A llegara al lugar de salida de B después de 4 dias, y B llegara al
lugar de salida de A después de 9 dias. ; Cuantos kilometros recorrié cada uno de ellos hasta
el encuentro?

40.  Si se arroja una flecha verticalmente en el aire (desde el suelo), con una velocidad inicial
de 176 pie/seg, su altura y respecto del suelo, ¢ segundos después de haberla arrojado (sin
tomar en cuenta la resistencia del aire), esta dada por y = 176¢ — 16¢2:

a) Encuentre el tiempo en que y = 0, e interprete fisicamente este resultado.
b) Encuentre los tiempos en que y = 1 pies de altura.

41.  El minimo ntimero de pies, d, necesarios para obtener, en las mejores condiciones posibles,
a un auto que viaje a una velocidad de v millas/hora, ya incluido el tiempo de reaccion, esta
dado por la féormula d = 0,044v2 + 1, 1v. Calcule la velocidad de un auto que necesita 165
pies para detenerse, después de haberse advertido el peligro.

6.11. Ecuacién simétrica de tercer y cuarto grados
Una ecuacion algebraica de tercer grado, se denomina simétrica, si tiene por expresién

Az® + Ba> + Br + A=0 (A#0)



Transformemos el polinomio Az + Bx? + Bz + A, empleando con este fin el método de descom-
posicion de un polinomio en factores. Es evidente que se verifican las siguientes igualdades:

Az + Ba* + Br+A = A(2®+1)+ Ba(z +1)

Az +1)(2® — 2 + 1) + Ba(z + 1)
(z + 1)[A(2* —x + 1) + Bx]

(z + 1)[Az? + (B — A)z + A]

por lo cual la ecuacién Az + Bx? + Bz + A = 0 es equivalente a la ecuacion
(z+1)[Az? + (B—A)z+ A =0 (A+#0)

Esta ecuacion es, a su vez, equivalente al sistema de ecuaciones:

rz+1=0
Ax? + (B— Az +A=0, A#0

Por consiguiente, la ecuacién Az3 + Bx? + Bx + A = 0 es también equivalente a este sistema. La
solucién de este sistema se halla con facilidad, puesto que ésta contiene solamente ecuaciones de
primer y segundo grados.

Ejemplo 6.48  Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 25 —2(z+1)=2x; b) 323 — 3z(x — 1) = T2%; ) 23—z +2-1=0.
Solucion

a) 1’ —2r+1)=2 = 2*-2-202+1)=0 = z@@*>-1)-2(x+1)=0

rlz—D(z+1)-22+1)=0 = (z+1)(2*—2-2)=0

(z+D(z+1)(z—-2)=0
Por lo tanto encontramos que r1 = —1y 2o = 2.
b) 323 — 3z(z — 1) =722 = (323 —72?) - 3x(z—1)=0
x(32% —7x) = 3z(z—1)=0 = z(32°-102+3)=0 = 2Bzr—1)(z—-3)=0

De esta ecuacion, encontramos x1 = 0, o = % y T3 = 3.

)@ -2)+(x-1)=0 = 22(z-1)+(@x-1)=0 = (2+1)(xz—-1)=0

De donde se concluye que la soluciéon de la ecuacion esta dada por x = 1, ya que la ecuacién
22 + 1 = 0 no tiene raices reales.

Una ecuacion algebraica de cuarto grado se denomina simétrica, si tiene por expresion
Azt + Ba® + C2> + Bxr + A =0, (A #0)

Teniendo en cuenta que A # 0, escribamos esta ecuacion en la forma equivalente:
B C
(z*+1)+ Z9[:(952 +1)+ Za:? =0, (A#0).

Es evidente la validez de la siguiente igualdad:

r(z?+1) + ¢

B
4 JR—
(z*+1)+ a1

i x2:(x4+2x2+1)+im(x2+1)+(C—2>x2

A



2 2
:($2+1)2+2(x2+1)33j+(3r) 4 g2 (0_2_3)

24 24 A 4A2?
B > B2 4A(C —2A)
_ 2 — _ 2
—<x +2Ax+1> 1Az .

La validez de esta igualdad predetermina que la ecuacién simétrica es equivalente a la ecuacion

B > B2 —4A(C —24)
2, b o 2 _
(m —|—2A1‘+1) 1A T 0, A#DO0.

Segtin sea el niimero B? — 4A(C — 2A), son posibles tres casos:
CASO 1. B?—-4A(C—-2A4)<0:

La dltima ecuacion y, por lo tanto, la ecuaciéon equivalente a ella, no tienen raices reales.

CASO 2. B?—4A(C—-2A)=0:
La ultima ecuacioén adquiere en este caso la forma,

B 2
2
— 1] =0
o7+ 277+1)
Es evidente que esta ecuacién es equivalente a la ecuacion
z? + Ea: +1=0
24 B

Por consiguiente, el conjunto de raices de la ecuacion simétrica de cuarto grado coincide en este
caso con el conjunto de raices de la ecuaciéon cuadratica

B
2 —_— =
x—|—2 xr+1=0, A#0.

CASO 3. B? —4A(C —2A4) > 0:
La dltima ecuacion y, por lo tanto, la ecuacién equivalente a ella, son equivalentes al sistema de
ecuaciones cuadraticas

2+B+\/BQ—4A(C—2A)

x x+1=0, A#0

24
B — \/B% —4A(C —2A)
24

cada una de las cuales se resuelve con facilidad.

2+

z+1=0 A#0

Ejemplo 6.49  Resuelva las siguientes ecuactones:

a) zt—z(2?*-2+1)=0; b) (22-52+7) —2(x—-2)(z—-3)=1.

Solucion

a) 2t-23+22-2=0 = B@-1)+z@xz-1)=0

(@B +2)(z-1)=0 = z(@*+1)(z—-1)=0.

Como 22 4+ 1 = 0 no tiene raices reales, entonces ;1 = 0 y z3 = 1 son las raices de la ecuacion.
b) 2% —102%+3722 —60x +36 =0 = (z—2)%*(x—-3)2=0

De aqui se obtiene z1 =2 y 22 = 3.

6.12. Tarea

1. Encuentre las raices reales de la ecuacion:



d)

e)
£)

g)

6.13.

1- x)(w +2

-2 z+4+1
(:1:+9)(:cfl (222 4 162 — 20) = 12;
(

2 2 _ 1 1 1 1
x4 —1 1:2(90 1) h) n :
2x T T ’ r—8 x—6 x+6 x+8
2 —4 2 —4 i) 3 " T _ 6
72 _521_ z z+1 z+2 =x-1
2~ 7w +10 2243z —10 i) g1 z+1_ 1.
2 7$+12 £2+3$—87 2§2+1 21: 'I2 1
x2 2 5(2 — 2?) k) + - ;
o ?:T; .7;2—|—3 x+1 33—51
R vl D 4 513: 9 511;
= 5 xr — T — xr — xr —
‘Z—’_? x7+4 ) $27(£71+ 20+ 1
—1- m - - - ==
x+4x—m—la 22441 z+3
z+1 4 z 1 r—1
-1 n) + +-= .
x+3 x+7 ’ r—1 xz+1 = T
Encuentre las raices reales de la ecuacion:
1 x+1 _ rx+1
x+2 x2—z—-1 x—1’
1 Lo L,
20 —1 22z+1 3z—1 3z+1 ’
1 4 n 4 1
r—1 x—-2 x-3 ;v—4 30
T 1 r+1 x-—1
+ =0;

r—1

+unf1n+1—o

)
—7)(222
Yz +3) =922 — 2% + 4(1 + Tx).

Ecuaciones de orden superior

Una ecuacion algebraica se llama binomia, si tiene por expresion

2" —A=0

Primeramente examinemos la ecuacién binomia en el caso particular cuando A = 1:

" —=1=0

Para n = 1 esta ecuacién es un caso particular de la ecuacién de primer grado y por ello tiene
la dnica raiz xy = 1. Cuando n = 2, esta ecuacién representa un caso particular de la ecuacion
cuadratica con discriminante positivo, por lo cual tiene solamente dos raices: z1 =1y xo = —1.

Mostremos ahora que para n > 3, para cualquier n impar, esta ecuacion tiene una sola raiz real
b )
x1 = 1, y para todo n par esta ecuacién tiene solamente dos raices reales r1 =1y 2o = —1.

Sea n un ndmero natural impar fijo, n > 3, es decir, sea n = 2k + 1, donde k£ es un namero
natural fijo.

Aprovechando la formula de multiplicacion reducida, obtenemos la validez de la igualdad:

l‘2k+l

—l=(-D)@* 22 4 42?1



De la validez de esta igualdad se desprende que, para n = 2k + 1, la ecuacién binomia es
equivalente al sistema de ecuaciones

r—1=0
a2k g2l 4242 41=0

La primera ecuacion de este sistema tiene la tnica rafz x = 1, la segunda ecuacion del sistema
no tiene raices reales. Con el fin de demostrarlo, mostremos que para cualquier x real se verifica la
desigualdad

e 4?2?10

En efecto, para cualquier z € [—1;0), al escribir el primer miembro de la desigualdad en la
forma
2P e e+ D)+ 22+ 1)+ (2 + 1)

nos convencemos de que el primer sumando de esta suma es positivo y los demés, no negativos.
Quiere decir, para cualquier x € [—1;0) la desigualdad es valida.

Escribiendo el primer miembro de la desigualdad en la forma
P e+ D)+ 223 @+ D)+ oz +1) +1

nos convencemos de que para cualquier z € (—oo; —1) todos los sumandos de esta suma son posi-
tivos. Quiere decir, para todo z € (—oo; —1) la desigualdad es valida.

Asi pues, se ha demostrado la validez de la desigualdad para cualquier x real y esto significa
que la ecuacién
el e +1=0

no tiene raices reales. Por tanto, la ecuacion tiene, para n = 2k + 1, una sola raiz real x; = 1.

Sea ahora n = 2k, k es un nimero natural fijo y k£ > 2. Aprovechando la formula de multipli-
cacion reducida, llegamos a que se verifica la igualdad idéntica

2 1= @2 - D)k -1) +2%(k—2) +... +2* + 27 +1].

Por cuanto esta igualdad idéntica es valida, resulta que la ecuaciéon binomia es equivalente, para
n =2k (k > 2), al sistema de ecuaciones

22—-1=0
a2k 4 22 a4 a2 41=0

La primera ecuaciéon de este sistema tiene dos raices, x1 = 1 y x5 = —1, mientras que la
segunda ecuacién no tiene raices reales, puesto que para cualquier = real se verifica, evidentemente,
la desigualdad

2D 422 4t 2?2 41> 0.

Por consiguiente, para n = 2k, la ecuaciéon binomia tiene dos raices reales: x1 =1y 29 = —1.
Asi pues, cualquiera que sea n impar, la ecuacion binomia tiene una sola raiz real z; = 1, y para
cualquier n par, solamente dos raices reales: x1 =1y 23 = —1.

Razonando analogamente, podemos mostrar que:



1.  Para cualquier a positivo, la ecuaciéon binomia tiene:

a)  Una sola raiz real 1 = ¥/ A, para cualquier n impar;

b)  Solamente dos raices reales, ©1 = VA y x9 = — V' A, para cualquier n par.
2. Cuando A = 0, la ecuacién binomia tiene una sola raiz x; = 0.
3.  Para cualquier A negativo se puede mostrar que la ecuaciéon binomia tiene:

a)  Una sola raiz real, x1 = — i/— A, para cualquier n impar;

b)  No tiene raices reales, cualquiera que sea n par.
La ecuacién algebraica de la forma
Az*™ 4+ Bx" +C =0

se denomina trinomia a condicion de que n > 2, A # 0, B # 0, C # 0. Cuando n = 2, la ecuaciéon
trinomia se llama, ademés ecuaciéon bicuadrada.

Al resolver la ecuacion bicuadrada
Az* + Bx? +C =0, A#0

su primer miembro se transforma por el método de formacion de cuadrado perfecto:

2 2
Az* + B2 +C = A{ x4+2x2~B+<B) +g B }

24 24 A 4A2
B\? B?-4AC
_ 2 — _ -
=4 (‘T +2/1) 1A

En virtud de esta igualdad la ecuacion (17) es equivalente a la siguiente

2 2
A <m2+B> _374‘40 L AH£0

24 4A?

Es evidente que si B2 —4AC < 0, la ecuacion (18) y, por lo tanto, la ecuacién (17), equivalente
a la (18), no tienen raices.

Cuando B? — 4AC = 0, la ecuacién (18) adquiere la forma

B \?
2 — p—
(:L‘ +2A) 0, A#0

La ecuacion (19) es, obviamente, equivalente a la ecuacion

B
2
+—=0, A
T > 0, #0

De este modo, cuando B? —4AC = 0, la ecuacién bicuadrada equivalente a la ecuacién cuadratica,
es decir, para % < 0 tiene tan so6lo dos raices reales, 1 = —% V To = — —%; para % =0,

la tinica raiz x; = 0; para % > 0, no tiene raices.



En cambio, si B2 — 4AC > 0, la ecuacién (18) y, por consiguiente, la ecuacion (17), que es
equivalente a (18), son equivalentes al sistema de ecuaciones

wr4+ B —vESAAC 0, A#£0
x+2A+\/B2 4AC—O,A§£O
Escribamos este sistema en la forma equivalente

{xz—BJr VQB:M A#0

332 _ —B—\/2BAQ—4AC’ A 7& 0 (61)

Por cuanto los nameros que figuran en los segundos miembros de las ecuaciones del sistema (21)
son raices de la ecuacién cuadratica

AP+ Bt+C =0, A#0 (6.2)
que tiene discriminante positivo A = B? — 4AC, entonces el sistema de ecuaciones (21) puede ser

escrito en la forma:
2=t;, A#0
mQ 1, 7& (63)

=ty, A#£O

donde t; y t5 son raices de la ecuacion (22).

Cuando n > 2, para resolver la ecuacién trinomia
Az + Bx"+C =0, A#0

el primer miembro de ésta también se transforma por el método de formacién de cuadrado perfecto

B\® B?-4AC
2n n \—
En virtud de esta igualdad, la ecuacion (21) es equivalente a la ecuacion
B\* B?-4AC

Es evidente que si B2 — 4AC < 0, la ecuacion (25), y, por tanto, la ecuacion (21) no tiene raices.

Si B? —4AC = 0, la ecuacion (25) es equivalente a la ecuaciéon binomia

B
= —0. A .
$+2A 0, A#0 (6.6)

Por consiguiente, cuando B? — 4AC = 0, la ecuacién trinomia (16) es equivalente a la ecuacion
binomia (26), cuya resolucion fue examinada en el punto anterior.

En cambio, si B2 —4AC > 0, la ecuacion (25) es equivalente al sistema de ecuaciones binomias

4+ B VB2—4AC _ —0. A£0
{ + 22 2 A7 (6.7)

4 A+V32 ¢ — 0, A£0

cuya ecuacién, como se mostré mas arriba, puede ser determinada.



Ejemplo 6.50 Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 21+2:2-8=0; b) 2°+a3=21 c) 2°-323+2=0.
Solucién

a) Si 22 =t, la ecuacion se transforma en la siguiente

t =
P+2t-8=0 = (t+4)(t—-2)=0 = {t

Reemplazando el cambio original, obtenemos:

22 =—4 r=+—4, 2 =—/—4
22 =2 - :c:\/?,x:—\/?

La ecuacién original tiene dos raices complejas y dos raices reales.
z=0

b) 2 —zt423=0= P’ -2+1)=0= ", =
¢ —2+1=0

I
e

c) Haciendo z* = t, obtenemos

t=1

t?=3t+2=0 = (t-1)({t—-2)=0 = {t2

Volviendo a la variable original, obtenemos

2—1=0 N (-1’ +2+1)=0 INPEES
23 —-2=0 (x—V2)(22+vV22+2)=0 x =

Ejemplo 6.51  Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) 27 -2054+2x=0; b) (2*+2?2+1)(z*+22+2)=12.
Solucién

S_optp ) =0 = (" =
a) el ‘ ) 22 =221 4+1=0 (z*-1)2=0

v=0 = v=0 = x:(l)
(2 —=1)(z*+1)=0 (x—1)(x+1)=0 e 1

b) (z*+22+ D)z +22+2)—-12=0 = 28 +225+42*4+322-10=0

(z+Dz—-1D2+2)(@* +22+5)=0 = {ifi = {i;‘l

6.14. Tarea

1. Encuentre las raices reales de la ecuacion:



m)

n)
o)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

22+ 222 + 3246 = 0; p)
et 423+ 322+ 22 +2=0;

23 + 422 — 24 = 0; )
28 —92% + 8 =0;

2 —x 22 —z+2 L. r)
22—z4+1 x22—2-2
2123 + 22 —bx —1=0; s)
423 +102% — 142 — 5 = 0; t)
3t — 223 + 42 — 4z + 12 = 0; u)
9 922 . v)
7+ @137 = 27; w)
2+ 922 + 232 + 15 = 0; X)
(x—1)3 + (22 + 3)% = 272° + 8; )
924 — 214 + T4a® — 1050 + 50 =0; O
zt + 523 + 422 — 240 — 24 = 0; 2)
20 — 4zt 4+ 423 — 2? + 42 — 4 = 0;
xg_xz_x3—x2 = 2;

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

(222 + 62 — 20)(32% — 14z — 5) = 0;
( 3 0)

(25 — 1) (2% — 92" — 22 +9) = 0; p)
(2 — 1)(2® + 52 — 3z — 15) = 0;
(z — Da(z +1)(z + 2) = 24; Q)
(z+1)(z+2)(z+3)(z+4) =3; r)
(8z + 7)?(4x + 3)(z + 1) = 4, 5; s)
r—4,5)" + (. —5,5)* =1,
(z+3)* + (z + 5)* = 16; t)
1023 — 322 — 224+ 1=0; u)
423 =32 —1=0; v)
382% + 722 — 8z — 1 = 0; w)
423 + 62% + 42 +1 = 0; X)
2?48 (x4 y)
32T (3 * x)’

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

(2?2 4z +4)% +8x(2® + . +4) + 152° = 0;

A B T
22—3x4+3 22—-3x+4+4 22-3x+5’
(323 + Tz — 10)(823 — 142 + 192 — 4) = 0;

T
B+z)2+2)(1+2x) 35
B-2)(2—2)(1-1x) ’
T — 2 x—|—2_x—4 x4+ 4 @
r—1 z+1 z-3 15’

204 — 423 + 1322 — 62 + 15 = 0;

2% — 152 — 16 = 0;

(2?2 =5z +7)2 = (x—2)(z —3) = 1;
z(x —1)(x — 2)(x — 3) = 15;

2 +1 T
=2,9:
x3+x2+1 T
7:3— —_ 2'
14+x+ 22 rTTrs

, 1 1

2(36 +2> —7(x+>+920;
X X

4m2+12x+%+%:47;
x2—|—x+w_1+x_2:4;
1623 — 2822 + 42 + 3 = 0;
22 —6x—9 _x2—4x—9'

x T 22—6x—9’
(z* +22% + 1)(2* — 22% 4+ 1) = 0;
x5 + 4zt — 62° — 242% — 272 — 108 = 0;
(22 — 22 —5)* —2(2* — 22— 3) —4=0;
(23 —1)(a* + 23— T2® —24+6) =0;
(z* —1)(2% +4a* — 2% —4) =0;
(42 — 8x + 3)(32® — 22% — T2 — 2) = 0.

4o + 322 — 5(4x + 3) = 22 — 5x(2 + b — 2®);

(22 + 4z) (2 + z — 6) = (2 — 9z) (2 + 22 — 8);

(322 — Tx + 2)(2? — 9) = (2% — 52 — 3)(92% — 62 + 1);
(2% + 222 — 5z — 6)(z* + 42 — 22 — 160 — 12) = 0;
(2% + 2? — 5 — 5)(1252° — 502% — 252 + 6) = 0;

(1522 + 8z + 1)(82% — 5222 + 942 — 35) = 0;



i) (@ =2 —x 4+ 1) (2% + 2t —132° — 1327 4 362 + 36) = 0;
k) (2f—1)(a® — 2 — 50° + 5a® + 4o — 4) = 0
) (2® —2+az—1)(a° + 22* — 172% — 342 + 162 + 32) = 0;

m) (2% — 2%+ 22— 2)(2? — 52% +4) = 0;

n) (2% — 62 + 52+ 12)(2° — 92° — 122% — 522 — 48) = 0.

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

a) Vz—1++V2zx+6=6;

b) Va2 4z -5+ 22 +8 —4=5;
c) Vr+1l+V22—6=2;

d) Vo4 V22 -3=12(x - 1);

e) V2r—1+vVr—1=1,

f) 22+3—V222-3z+2=1,5(x+4);

g) 2+ V622 +1=x+1;
h) Vi-z+Vib+z=2

i) (1+2)vVi+a2=2>-1;
i) 1—WVat—a2=2-1;

k) \/2x2+3a:+5+\/2x2—3a:+5=3x;

1) Vr—14+2V3r+2=4+V3—ux;
m) Vvz—1++v2—2=3;
n) Vr+1—+vV9—1z=+21r—12;

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

a) x?+ Va2 420 =22;

5—x z+3
b 4 \7/ =2;
) \/av—i—SjL 5—=x

J2—x ivl/3—&—30
:2'

©) \/3+m+ 2—z ’
d) xmfﬁ\4/x2+l5:2;
e) z?—4dx—6=+/222—8r+12;
f) 4x—-3Yr—1=0;
g) Va2-3x+5+2*=3x+T,

h) z+{Jz—-2=0;
i) z—-4Va2+ Yr+6=0;

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

a) Vr+l+Vo+2+Vr+3=0;
b) Vz+ Vr—16=Vz -8;

c) §/9—\/m+\3/7+\/m=4;
d) 5+ va+ 51— Vo = VIS

J)
k)
)

m)
n)
o)
P)
q)

r)

V2x + 54 Vbx + 6 = 12z + 25;
Vr—Vr+1+Vr+9—-Vz+4=0;
20 —5+2v/ 22 — bz+2Vx — 5+2y/x = 48;
{/20(422 +3) — 1 — 1223 + = = 2* — 11;
Va2 + 1422 -8 =3;

1—2=1\1—V4x2 - Tz4;
V(z—2)(x —32) = /(¢ - 1)(z - 33) =

V7t Va2 +7=3;

Vot Va5 - va= v

V322 =22 + 15+ /322 — 22 + 8 = T;
V322 + 52 +8 — V322 + 50+ 1= 1;
\/x2—3a:+3—|—\/x2—3x—|—6=3.

(@+4)(z+1)—3

\/5—\/33+1+\/2x2+x+3:1;

\/x2—$—1+\/m2+x+3:\/2x2+8;
Ve +24+V12 -2 =6;
Ve+2—V3z+2=0;

22+ 52+ 2=0;

Ve+vVr—1=1,;
V2—x=1—Vz—1;

Ve +74+ V28 -z =5;
Va2 — 1+ 322+ 18 = 5.

\/x3+:1:2—1+\/:v3+x2+2=3;
z3/35 — 23(x + V/35 4 23) = 30;
T+ VI7T—22+2V/17—22=09;
Vi 246 -2

V7T + x4+ v20 —z = 5;




3)
k)
1)

m)

a)
b)

c)
d)

¢)
£)

g)
h)
i)
J)
k)
1)

m)

n)

o)

P)

a)
b)
)

6.15.

AVI+z-1)(V1I—-z+1)=u;

V9T =z + V= 5; n) Ve-D@-2)+V&-3)(z—-4) =

V33—z+ v =3; V2;
VT VT 2+ V22 + 22 =3;

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

V22 + 3+ V& +1 =3z + 2222 + 52 + 3 — 16;

Vi =1+ Ve +3+2(x—1)(z+3) =4 — 2z

V4 —dx+ 22 + /49 + 1da + 22 = 3 + /14 — bx — 22;
Vad —4a2+ 2+ 15+ Va3 — 422 —z+ 13=a+ 1;
\/x2+x—|—4+\/x2+a:+1:\/2x2+2x+9;
\/x2+x+7+\/x2+x+2:\/3:172+3:E+1O;

\/x+2\/m—1+ r—2Vex—1=xa—1,
| /22 - 282
xe + +96_\/x /x2—|—282—x2=3;
T

\/x+8—|—2\/x—|—7+ z+1—-—Vax+7=4;

\/x—2+\/2x—5+\/x+2+3\/2x— = V2
Va2 —dz+ 3+ —22+ 32— 2=+22 —a;
\/x2—|—1‘—2—|—\/x2+23:—3:\/x2—3x+2;

</78+ V24 +x — %34— v/30 =z =0;

V6—z4+ Ve —24+2Y6-2)(z—2)=2;
Vi =2)(x—32) = {/(z = (= - 33) = 1;

\/r2 2
HW*WSS‘/IQJrGwaZ:&

Encuentre las raices reales de la ecuacion:

Vaz—z+1-vVa2+2x+1

—1; d —

VeZ—z+14+V22+2x+1 ) Vi =5z +2+V22 +3zx+1

Va2 +2r —1++v22 -2z +1 1 ) V2r2 —3x+1—Vx2+4zx+1 1

= , e =

Va2 42 —1—+vVx2—2x+1 V22 =3z + 1+ Va2 +4x +1
R Ho_s Vit a1

N _1’ = )

x rz+1 ¢ +x—1 \/m T

Sistemas de ecuaciones no lineales

Va2 —5x+2—Vz2 +3z+1 _

0) Vrx++Vr+T7+2vVa2+Tr=235-2z.

)

)

El sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se llama sistema de segundo grado, si al menos
una de las ecuaciones es de segundo grado.

Resolver el sistema de ecuaciones con dos incognitas significa hallar todos los pares de valores
de z e y que satisfagan simultdneamente ambas ecuaciones. Estos pares de valores de z e y se



llaman soluciones del sistema.

Para resolver un sistema no lineal, se aconseja despejar una incognita de la ecuacién lineal y
sustituyase en la ecuacion cuadratica. Como esto lleva a una ecuacion cuadratica en una incognita,
el sistema se puede resolver siempre.

La resolucién de un sistema de dos ecuaciones de segundo grado en dos incognitas lleva a una
ecuacion de cuarto grado en una de las incognitas.

En ciertos casos los sistemas de ecuaciones se resuelven mas elegantemente que por el método
de sustitucioén, si se recurre a procedimientos especiales.

Ejemplo 6.52  Resuelva el sistema de ecuaciones:

x4y =11 z+2y=1; a? —ay +y? = 19;
a) 2 2 _ b) 3 3 _ <) 44 2.2 | 4 _
22+ zy 4+ y* =91, % + 8y = 127. zt+xtyt +yt = T4l

Solucién
a) De la primera ecuacion, despejamos = y reemplazamos en la segunda ecuacion:

(11— + (1l —y)y+y*> =91 y2 — 11y +30=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica, obtenemos y; = 6 y yo = 5. Sustituyendo estos valores en
la ecuaciéon & = 11 — y, obtenemos 1 = 5 y x5 = 6. De esta manera la solucion del sistema de
ecuaciones esta dada por (5, 6) y (6, 5).

b) Transformamos la segunda ecuacion del sistema

r+2y=1 r+2y=1
=
23+ (2y)3 =127 (4 2y) (22 — 22y + 4y?) = 127

Reemplazamos la primera ecuacion en la segunda

r+2y=1
2% — 2xy + 4y? = 127

Despejamos x en la primera ecuaciéon y luego sustituimos en la segunda ecuacion

r=1-2y N r=1-2y
1—29)2 —2(1 —2y)y + 492 = 127 22 —y—21=0
Yy y)y + 4y Yy -y

Resolviendo la segunda ecuacién, obtenemos que y; = —3 y y2 = % Sustituyendo estos valores

en la primera ecuacién, resulta que z; = 7y x93 = —6. Por lo tanto, la solucién del sistema de

ecuaciones esta dada por (7, -3) y (-6, 7).

c¢) A la segunda ecuacion le sumamos y restamos z2y? y obtenemos

2?2 —zy+y? =19
(332 + y2)2 _ 3?2:1/2 =741

Despejamos 2 + 32 en la primera ecuacién y luego sustituimos en la segunda ecuacién

22 +y? =19+ ay N 22+ y? =19+ ay N 2+ 9% =29
(19 + xy)? — 22y? = 741 xy =10 xzy =10



Sumamos y restamos 2zy a la primera ecuacion y obtenemos
(zr-y)*-9=0
zy = 10
Despejamos x en la primera ecuacion y sustituimos en la segunda, obteniendo

{xy+3, rT=y—3 N {a:y+3, T=y—3

n (y+3)y =10, (y—3)y=10

xr =
Y

Resolviendo la segunda ecuacion, resulta

r=y+3, z=y—3
r=y+3, x=y—3
2 2 = y1:2 y3:5
y*+3y—10=0, y*—3y—10=0 )

Y2 = =5 Yg = —2

Sustituimos estos valores de y en la primera ecuacién y obtenemos

$1:5 (E3:2
$2:—2 ’ (E4:—5
Y1 =2 Yz =95
ypo=-5 " |ya=-2

Finalmente, la solucion del sistema esta dada por (5, 2), (-2, -5), (2, 5) y (-5, -2).

Ejemplo 6.53  Resuelva el sistema de ecuaciones:

xy+2r+y="7
yz + 3y +2z=12
xz+z+3x=15

Solucién
Para resolver este sistema, hacemos lo siguiente: despejamos y en la primera y segunda ecuaciones

_ T2z
y= z+1

_ 122z
Y= z+3

zz+z+3x=15

Igualamos las dos primeras ecuaciones:

7T —2x 12 — 2x
= = z=2r—-1
rz+1 z+3

Sustituimos z en la tercera ecuaciéon y resolvemos la ecuacion obtenid:

ry =—4
2z —Dz+Q2r—1)+32=15 = 2°4+22-8=0 = { ! 5
T =
Sustituimos estos valores en z = 2z — 1 y obtenemos z; = —9 y 2o = 3. Para encontrar los valores
de y, sustituimos los valores de z en la segunda ecuacién del sistema y entonces y; = =5y 1. La

solucion general del sistema esta dada por (-4, -5, -9) y (2, 1, 3).



Lo principal que retnen los problemas de aplicacion, es que la condicién de un problema se
enuncia solamente en la forma de un texto, sin formulas ni designaciones algebraicas de las incog-
nitas. Los problemas del tipo habitual, en los cuales todas las condiciones se escriben en forma
de ecuaciones, no presentan, como regla general, grandes dificultades, aunque ciertos elementos de
estos problemas causan a veces situaciones embarazosas. En lo que se refiere a los problemas mas
complicados, su dificultad se explica, por lo comin, por el caracter no habitual, y necesita no sélo
resolver ciertos sistemas de ecuaciones o desigualdades sino saber razonar.

En este caso resulta a menudo que los razonamientos sencillos, sin componer ecuaciones y
desigualdades, aunque sea posible componerlas, hacen llegar mas facil y rapidamente a la meta.
Ademas, a veces se puede resolver un problema por simples razonamientos y hasta mas rapido que
por los métodos matematicos corrientes. Sin embargo, la resoluciéon por razonamientos simples no
siempre es rigurosa y debe completarse con calculos matematicos rigurosos.

Ejemplo 6.54  Una ldmina rectangular de estano de perimetro 96 cm se usa para hacer una
caja sin tapa. Para ello se recorta un cuadrado de 4 cm de lado en cada esquina y se unen los
bordes. ;Cudles son las dimensiones de la ldmina si el volumen de la caja es de 768 cm??
Solucién

Sean:

z : longitud de la lamina en centimetros.

y : ancho de la lamina en centimetros.

Entonces la caja tiene las dimensiones siguientes: longitud=(z —8) cm, ancho=(y—8) cm, altura=4
cm.

Por hipoétesis, volumen y perimetro son:

4(x —8)(y —8) = 768
2x + 2y = 96

lo cual es equivalente a
(x—8)(y —8) =192
T+y =48

Despejando y en la segunda ecuaciéon y reemplazando en la primera, obtenemos
2?2 — 482 +512=0 = (2-32)(x—16)=0 = 2=32 V =16

Notese que si x = 32, entonces y = 16 y si x = 16, entonces y = 32. Como z es la longitud; las
dimensiones de la lamina son 32 ¢cm x 16 cm.

Ejemplo 6.55  Un obrero hace un cierto nimero de piezas idénticas en un tiempo determinado.
Si hubiera hecho 10 piezas mds cada dia, habria terminado el trabajo completo en 4% dias antes de
lo previsto, y st hubiese hecho 5 piezas menos cada dia habria tardado 3 dias mds de lo previsto.
¢ Cudntas piezas hizo y en cudnto tiempo?

Solucién

Supongamos que el obrero hace x piezas en y dias. Entonces produce 5 piezas por dia, por hipotesis,
si hubiera realizado % + 10 piezas, habria completado el trabajo en y — 4% dias. Luego como 4% =3

2
tenemos 9
(o) 3)-
Y 2
x
——5)(y+3)==x
(5-5)o+o

La otra condicion de la ecuacion es



Asi, obtenemos el siguiente sistema

10y — 57 =45
—by + 2 =15

de donde % = 50, luego, y = 27 y x = 1350.

Ejemplo 6.56  Dos obreros tienen que hacer un trabajo consistente en mecanizar un lote de
piezas idénticas. Después que el primero ha trabajado durante 7 horas y el sequndo durante 4 horas,
han completado g del total del trabajo. Si siguieron trabajando los dos a la vez durante 4 horas mds,
les quedaria por hacer Tls del trabajo. ;Cudnto tardaria cada uno en hacer el trabajo completo?
Solucién
Supongamos que el primer operario, trabajando solo, es capaz de completar el trabajo en x horas,
y el segundo en y horas. Entonces en una hora el primero hace % del trabajo completo y el segundo
%. Por hipotesis

1 1 5
7$ + 4y =3

Como después trabajan juntos otras 4 horas, haran % + é del trabajo, que es igual a

(5L YT
9 18/ 18

por lo tanto tenemos la ecuaciéon

4 LA P
18
Restandola de la primera, obtenemos
3 3
r 18

de donde z = 18 e y = 24. Luego el primero tarda 18 horas y el segundo 24 horas en hacer el
trabajo completo.

Ejemplo 6.57 Se ha de transportar 690 toneladas de mercancias desde un muelle a una
estacion de ferrocarril mediante 5 camiones de 3 toneladas y 10 camiones de una tonelada y
media. En pocas horas, los camiones han transportado % de las mercancias. Para completar el
transporte a tiempo, se ha de llevar las mercancias restantes en un lapso 2 horas menor que el ya
transcurrido. Se completo el transporte gracias a que los conductores de los camiones comenzaron
a hacer un viaje por hora mds que antes. Determine cudntas horas tardaron en transportar todas
las mercancias y también el nimero de viajes por hora que se hacia al principio sabiendo que los
camiones de una y media tonelada hacen un viaje mds por hora que los camiones de 3 toneladas.
Solucién

Supongamos que la primera parte de las mercancias que asciende a %690 = 375 toneladas se trans-
porta en x horas haciendo cada camion de 3 toneladas y viajes por hora. Entonces cada camiéon de
una y media tonelada hara y + 1 viajes por hora. Por hipotesis, la parte restante de mercancias (es
decir, 690-375=315 toneladas) se transporté en x — 2 horas, haciendo los camiones de 3 toneladas
y + 1 viajes por hora y los camiones de una y media toneladas (y + 1) + 1 = y + 2 viajes por hora.
Obtenemos asi el siguiente sistema de ecuaciones

5-3zy+10- 3x(y+1) = 375
53z —2)(y+1)+10-3(z—2)(y+2) =315



simplificando tenemos

20y +x =25
20y + 3x — 4y =27

de donde
20 — 4y = 2

luego 2y = = — 1. Sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos z? = 25, es decir, = 5. La
primera parte de las mercancias se transport6 en 5 horas y la segunda parte en 5-2=3 horas.
Todas las mercancias se transportaron en 8 horas; al principio, los camiones de tres toneladas
hacifan 2 viajes por hora y los de una y media toneladas, 3 viajes por hora.

Ejemplo 6.58  Una industria tiene un encargo de 810 articulos y otra de 900 articulos en el
mismo periodo de tiempo. La primera ha completado el pedido 3 dias antes del plazo previsto y la
segunda 6 dias antes. ;Cudntos articulos produce al dia cada industria, sabiendo que la sequnda
produce por dia 4 articulos mds que la primera?.

Solucién

Sea x la produccién de articulos diaria de la primera industria, entonces la segunda produce x + 4
articulos por dia. La primera ha completado su pedido en 8% dias, luego el tiempo dado para
cumplir el pedido ha sido % + 3 dias. Analogamente tenemos que 39& + 6 es el tiempo asignado
a la segunda industria, pero el tiempo asignado a ambas industrias es el mismo, luego

800 900
—+3=
x T+ 4

+6

de donde = = 20. Es decir, la primera industria produce 20 articulos y la segunda 24 articulos por
dia.

Ejemplo 6.59  Hallar un nimero de dos cifras sabiendo que el niumero de unidades excede en
cuatro al numero de las decenas y que el producto del nimero deseado por la suma de sus digitos
es igual a 576.

Solucién

Si un ntmero a tiene n digitos ag, a1, as, ..., a,—1, ordenados de izquierda a derecha, entonces

a = an_110”71 +...4a110+ ag
Sea x el digito de las unidades, y el digito de las decenas, entonces por hipétesis se tiene la ecuacion
r=y+4

ademaés el nimero deseado es 10y + x luego

70
(10y + z)(x +y) =576 = (1ly+4)2y+4) =576 = y=4 V y=-1

pero y > 0, luego y = 4. Por lo tanto el nimero buscado es 48.

Ejemplo 6.60 Se tienen tres mezclas compuestas de tres elementos A, B y C. La primera
mezcla consta solo de los elementos A y B en proporcion de peso de 3 : 5, la seqgunda mezcla
contiene solamente los elementos B y C' en proporcion de peso de 1 : 2, en la tercera mezcla entran
solo los elementos A y C' en proporcion de peso de 2 : 3. sEn qué proporcion se han de tomar estas
mezclas para que la mezcla obtenida contenga los ingredientes A, B y C' en proporcion de peso de
3:5:2%

Solucién



Ya que los elementos A y B componen la primera mezcla en proporcién de 3 : 5, entonces cada
gramo de la primera mezcla contlene é gr del elemento A y 8 gr del elemento B. Analogamente,
1 grdela segunda mezcla contiene 1 gr del elemento B y 3 gr del elemento C; 1 gr de la tercera
mezcla contiene 2 £ gr del elemento A y 5 gr del elemento C.

Si tomamos = gr de la primera mezcla, y gr de la segunda y z gr de la tercera y las mezclamos,
obtendremos x + y + z gr de la nueva mezcla, con lo que ésta contendra %x + %z gr del elemento a,
gx + %y gr del elemento B y %y + %z gr del elemento C. Tenemos que tomar la primera, segunda
y tercera mezclas en tales cantidades que la mezcla obtenida contenga los elementos A, B 'y C en

proporcién de 3 : 5 2, es decir, que 1 gr de la mezcla nueva comprenda 30 gr del elemento A, 150 gr

del elemento B y 10 gr del elemento C. Pues, en z+ y+ z gr de la mezcla nueva habra m

del elemento A, M gr del elemento B y M gr del elemento C'. Si igualamos dlferentes

expresiones para la mlsma cantidad de gramos de 1os elementos A, B y C, obtendremos un sistema

de ecuaciones
3 2 3z+y+=z)

FR 10
5.1 Byt
' T3V T 10
2 +§z_2(:c+y+z)
YT 5T 10

Notemos que aunque se hayan obtenido tres ecuaciones con tres variables, el sistema tiene solamente
dos ecuaciones independientes. Esto es facil demostrar, por ejemplo, asi: sustrayendo de la igualdad
r+y—+2z = xr+y+2z lasuma de las dos primeras ecuaciones, obtendremos la tercera ecuaciéon. Por lo
tanto, del sistema de ecuaciones hallaremos no las x, y, z sino la proporcion x : y : z. Eliminando
x, por ejemplo, de las dos primeras ecuaciones del sistema, hallamos que y = 2z. Si colocamos
este valor de y en cualquier ecuacién del sistema, obtendremos que = = %z Por consiguiente,
x:y:z=20:6:3, es decir, hay que tomar la mezcla en proporciéon de peso 20 : 6 : 3.

Ejemplo 6.61  El por ciento (por el peso) de alcohol en tres soluciones forma una progresion
geométrica. Si se mezclan la primera, seqgunda y tercera soluciones en proporcion de peso de 2 : 3 : 4,
se obtendrd una solucion de un 32% de alcohol. Si estas se mezclan en proporcion de peso de
3:2:1, se obtendrd una solucion de un 22 % de alcohol. 5Qué por ciento de alcohol contiene cada
solucion?

Soluciéon

En la primera solucion hay x %, en la segunda y % y en la tercera, z % de alcohol. Esto significa que
1 g de la primera solucién contiene 155 g de alcohol, 1 g de la segunda solucion, 1&5 g de alcohol
y 1 g de la tercera solucion, 155 g de alcohol. Si tomamos 2 g de la primera solucion, 3 g de la
segunda y 4 g de la tercera, obtendremos 9 g de una mezcla que contiene 2 - 155 + 3 - 180 +4- 155
g de alcohol. Segun la condicion del problema, la mezcla obtenida contiene un 32 % de alcohol, es

decir, en 9 g de la mezcla hay 9 - 555 ¢ de alcohol. De esta condicién obtendremos una ecuacion

2r+3y+4z 32
100 7 100
Por analogia obtendremos una ecuaciéon mas:
3z 42y + 2 _6. 22

100 = 100
En fin, segtn la condicién del problema, los ntimeros x, y, z forman una progresién geométrica por

razon de que y?> = xz. Ahora nos queda resolver el sistema de ecuaciones
2z + 3y + 4z = 288
3+ 2y + 2 =132

y? =z

10



Al resolver las dos primeras ecuaciones con relacion a y y z y al poner las expresiones obtenidas en
la tercera ecuacién, obtenemos la ecuacién z? — 76z + 768 = 0, cuyas raices son: x; = 64, x5 = 12.
Pero, el valor 1 = 64 no satisface las condiciones del problema, porque el valor respectivo de
y = 48 — 2z es negativo. por eso, queda solo x = 12. En este caso se halla facilmente: y = 24 y
2z = 48. de tal modo, la primera solucién contiene el 12 % de alcohol, la segunda, 24 % y la tercera,
48 %.

Ejemplo 6.62  Un afluente desemboca en un rio. A cierta distancia de la desembocadura del
afluente estd situado el punto A. en el rio, a la misma distancia de la desembocadura del afluente
se encuentra el punto B. el tiempo necesario para que una lancha a motor navegue, de ida y vuelta,
del punto A a la desembocadura del afluente, y el tiempo requerido para que ésta cubra la distancia
de ida y vuelta del punto B hasta la desembocadura del afluente, se refieren como 32 : 35. Si la
velocidad de la lancha a motor fuera en 2 km/h mayor, esta relacion seria igual a 15 : 16, y si la
velocidad de la lancha a motor fuera en 2 km/h menor, esta relacion seria igual a 7 : 8. Hdllese
la velocidad de la corriente del rio. (Las distancias se miden a lo largo del afluente y del rio,
respectivamente).
Solucion
Sea u km /h la velocidad de la corriente del rio, v km/h, la velocidad de la lancha en agua muerta
y w km/h, la velocidad de la corriente del afluente. Luego, la distancia desde el punto A hasta la
desembocadura del afluente es igual a s km. Entonces, para superar la via de ida y vuelta desee el
punto A hasta la desembocadura del afluente la lancha necesita

s s 2sv

t1 = =
! v+w+v—w V2

w2

Ya que la distancia desde el punto B hasta la desembocadura del afluente es también igual a s km,
la lancha, en su navegacion de ida y vuelta desde B hasta la desembocadura del afluente, invierte

s s 2sv

to = —+ =
2T otu  v—u  0?

w2

De la condicién tq : to = 32 : 35 obtenemos la primera ecuacién
v? —u? 32
v2—w2 35

De modo anéalogo se componen las otras dos ecuaciones

(+22—u? 15
(v+22—w? 16
(v—2)2—u® 7
(v—2)2—w2 8

Después de simplificarlo, este sistema de ecuaciones puede escribirse como:
3v? = 35u? — 32w?
(v +2)% = 16u? — 15w?
(v —2)2 = 8u? — Tw?

De este sistema debemos hallar u. Este sistema se resuelve con facilidad si primero se elimina u,
es decir, aquella incognita que se busca. Al eliminar u, obtenemos el sistema

2(v72)27(v+2) w?
35(v — 2)? — 2402 w?



Si de este sistema eliminamos w, obtenemos la ecuacién
13(v —2)2 + 11(v +2)? — 240 = 0

de donde v = 12. Ahora se deduce que w = 2 y que u = 4. de tal modo hemos obtenido la solucién:
la velocidad de la corriente del rio es de 4 km /h.

Ejemplo 6.63 Dos rios desembocan en un lago. Un barco sale del puerto M situado en el
primer rio, navega agua abajo hasta el lago atravesdndolo y donde no hay ninguna corriente, y por
el sequndo rio, agua arriba, contra la corriente, hasta el puerto N. Sequidamente el barco regresa.
La velocidad del barco, sin tomar en cuenta la corriente es igual a v, la velocidad de la corriente
del primer rio es v1; la del sequndo rio es va; el tiempo de movimiento del buque desde M hasta
N es igual a t, y la distancia desde M hasta N es igual a S. El tiempo de navegacion de regreso
desde N hasta M, por la misma ruta, es también igual a t. Qué distancia recorre el buque por el
lago en una direccion?

Soluciéon

Designamos por s1 y so las distancias desde los puertos M y N hasta el lago, y por s, la via que
pasa por el lago. Por la condicién del problema tenemos: s; + s+ s2 = 5. Es evidente que el tiempo
empleado por el buque para superar la ruta de M a N, es igual a

S1 S S92
=t

v+ v v UV — V2

analogamente, calculamos el tiempo necesario para superar la ruta de regreso. De este modo obten-
emos el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas s1, s2, s:

S1+8s+s9=25
S1 S S9 —¢
v+ v v U+’U2_
S1 S S92
+ -+ =t

v —m v V4 va

de estas incognitas nos interesa la magnitud s.

Este sistema parece bastante complejo, aunque en principio no hay nada de eso: en realidad, si
recordamos que v, v1, V3, S, t son constantes dadas, resulta claro que este sistema es un sistema de
tres ecuaciones lineales con tres incognitas. Y tal sistema siempre puede ser resuelto si eliminamos,
sucesivamente las incognitas.

No obstante, ocurre con frecuencia que lo simple en la teoria resulta muy complejo en la practica. El
método indicado para resolver nuestro problema es muy engorroso y presenta calculos voluminosos
porque los coeficientes de este nuevo sistema son bastante complejos.

Por esta razon, vamos a resolver el sistema valiéndonos de un método un poco artificial, pero breve.
La segunda ecuacion de este sistema puede presentarse en forma

v2s1 — vvgsy + v%s + (V1 — v2)vs — V1ves + vsy + V1 Sy = tu(v? + VU — YUy — V1Vs)

Al sustituir la suma del primer miembro ’U281 + ’UZS + 1}252 or 1)25 ha; ue referirse a la primera
’
ecuacién, y al agrupar los términos obtenemos la ecuacién

028 + v[v18y — V281 + (V1 — V2)8] — V1ves = tw(v? + VU] — VUg — V1)

asi mismo puede transformarse también la tercera ecuacion de nuestro sistema. Pero los calculos
pueden economizarse si notamos que la tercera ecuacion es muy parecida a la segunda: si sustitu-
imos s1 y v1 de aquélla por so y v2 y a la inversa, obtendremos la segunda ecuacion. Por lo tanto,



al sustituir s1 y v1 por ss y ve de la segunda ecuacion ya transformada, y a la inversa, obtendremos
la tercera ecuacion transformada

028 + vlvasy — v181 + (Vo — v1)8] — vavrs = tw(v? + YUy — VUL — Vvy)
Sumando ahora las igualdades obtenidas, tendremos
2028 — 201098 = tv(20% — 2v10)

de donde se deduce que la ruta buscada, que pasa por el lago, es:

vS — V2t 4+ vivat S — vt
. 120 — vt 402
V1V2 V102

S ="v

El problema queda completamente resuelto. Sin embargo, algunos estudiantes, al obtener la solucién
del problema con los datos algebraicos, consideran necesario aclarar con cuéles relaciones entre los
datos esta solucion tiene un sentido real (se superponen requerimientos de que las velocidades, las
rutas, etc., son positivas, se introducen condiciones con las cuales los denominadores son distintos
de cero, etc.) Claro estd que una investigacion correcta no empeora la resolucion del problema,
pero esta investigacién no es un elemento ldégicamente necesario de la resolucién, porque en la
condicion del problema se sobreentiende que todos los procesos reales descritos tenian lugar y, por
consiguiente, los datos algebraicos ya satisfacen las relaciones adecuadas. sin duda, se debe recurrir
a tal investigacion si lo exige la condicién del problema.

Ejemplo 6.64  Un automdvil sale del punto a hacia el punto B. En ese mismo instante del
punto B hacia el punto A sale una motocicleta, pero a menor velocidad. Pasado cierto tiempo se
encuentran; es este momento, del punto B hacia el punto A sale una sequnda motocicleta que se
encuentra con el automdvil en un punto que dista del punto de encuentro de ésta con la primera
motocicleta 2/9 del camino desde A hasta B. Si la velocidad del automdvil fuera de 20 km,/h menos,
la distancia entre los puntos de encuentro seria igual a 72 km y el primer encuentro tendria lugar
a las 8 horas después de la partida del automdvil desde el punto A. Hdllese la distancia entre A y
B. (Las velocidades de las motocicletas son iguales).
Solucién
Sea u km/h la velocidad del automévil y la de la motocicleta, v km/h; sea s km la distancia AB;
el automoévil y la primera motocicleta se encuentren después de ¢ horas. El sistema de ecuaciones
se compone facilmente

tu+tv=s

3(u—20)+3v=s

2 2
558 _vt 58

Y72 By—72

u—20 v
Si de este sistema eliminamos la incognita complementaria ¢ y lo simplificamos, obtenemos el
siguiente sistema

s=3(u+v—20)
Juv = 2(u + v)?
v(u —20) = 2(u + v — 20)?

Para hallar s hace falta buscar v y v que figuren en las dos tltimas ecuaciones. Al notar que la
segunda ecuacion es la ecuacién homogénea de segundo grado respecto a dos variables, hallaremos



con facilidad la relaciéon u : v. Ya que nos interesan u y v, distintos de cero, obtendremos, al dividir
la segunda ecuacion entre vz, una ecuacién cuadratica respecto a la nueva variable z = ¥:

222 -5242=0

Las raices de esta ecuacion son z; =2y 29 = %, y por eso u = 2v. Poniendo este valor de u en la
tercera ecuaciéon hallamos que v = 40, de lo que se deduce que u = 80 y s = 300. De tal modo, la
distancia AB queda hallada: s = 300 km.

Ejemplo 6.65 Dos companeros, al tener una sola bicicleta, partieron en el mismo instante
del punto A hacia B; el primero de ellos se fue en bicicleta y el sequndo, a pie. A cierta distancia
de A el primero dejo la bicicleta en el camino y llegé caminando a B. El sequndo, al llegar donde
estaba la bicicleta, siguid en ésta. Ambos amigos llegaron juntos a B. En el camino de regreso del
punto B al punto A procedieron de igual forma, pero el primero de ellos recorrid en bicicleta un
kilometro mds que la vez primera. Por esto, el sequndo amigo llegdé al punto A 21 minutos mds
tarde que el primero. Determinese la velocidad de marcha de cada uno de los amigos si en bicicleta
van a una velocidad de 20 km/h y caminando, la velocidad del primero en 8 minutos por km es
mayor que la del segundo.

Solucién

Introduzcamos las siguientes designaciones:

s km, la distancia entre los puntos A y B;

v km/h, velocidad de marcha del primer compaifiero;

w km/h, velocidad de marcha del segundo compaiiero;

a km, distancia recorrida en bicicleta por el primer companero desde A hasta B (de tal modo, éste
dejo la bicicleta en un punto que dista a km de A y siguié caminando hasta B).

Es evidente que para recorrer todo el camino de A a B, el primer amigo gast6 55 + horas y el
segundo, = + *55* horas. Las condiciones de simultaneidad de partida y simultaneidad de llegada
al punto B dan la primera ecuaciéon

sS—a

a Ss—a a Ss—a

?0+ v _w+ 20

Los datos sobre la marcha de los amigos desde B hasta A permiten componer, en forma anéloga,
la segunda ecuacién

20 v w 20 20

Por cuanto el primer compafiero emplea + horas y el segundo, + para 1 km, respectivamente,
v w
entonces de la condicién del problema obtenemos de inmediato la tercera ecuacién

a+1l s—a-—1 a+1l s—a-—1 7
+ = +

11 1
v 20

w
Asi result6 un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas. Es imposible determinar todos los
valores de las incégnitas s, a, v y w de este sistema; en este sentido el sistema es indeterminado.
LY significa esto que no podemos resolver nuestro problema? No. Pues, lo tinico que necesitamos,
es hallar dos magnitudes incognitas: las velocidades v y w. en este sistema ellas pueden hallarse
univocamente. con este fin, restamos la primera ecuacién de la segunda y el resultado obtenido

1 1 9

w v 20

lo analizaremos junto con la tercera ecuaciéon. Después de un calculo hallamos que v =5 km/h y
w =4 km/h.



Ejemplo 6.66  Un escolar gasto cierta suma de dinero para comprar una cartera, un estilografo
y un libro. Si la cartera, el estilografo y el libro costardn 5, 2 y 2,5 veces mds baratos respectivamente,
la compra costaria 8 ddlares. Y si, en comparacion con el precio original, la cartera costard 2 veces
mds barata, el estilografo 4 wveces y el libro 3 veces mds baratos, por la misma compra el escolar
pagaria 12 dolares. ;Cudnto vale la compra y por qué cosa se pagd mds: por la cartera o por el
estilégrafo?

Solucién

Sea x el precio de la cartera; el precio del estilégrafo y y z, el precio del libro. Hay que aclarar
cuantos dolares pagd el escolar por la cartera, el estilégrafo y el libro en conjunto, es decir, hallar
la suma =z + y + 2.

La primera ecuaciéon se compone partiendo de la suposicion de que la compra costaria 8 délares:

Ty z
T A
5 * 2 + 2,5
Anélogamente se compone la segunda ecuacion:
Ty oz
—+Z4+-=12
2 + 4 + 3

Es claro que no podremos determinar todas las incégnitas de este sistema obtenido de dos ecua-
ciones con tres incognitas, pero podemos hallar su suma, que es lo que se exige en el problema.
Para esto escribamos nuestras ecuaciones como:

22 + 5y + 42 =80
6x + 3y +4z =144

Si se suman estas dos ecuaciones, se hallara la suma de las incognitas: © + y + z = 28. De esta
menera se obtiene la respuesta a la primera pregunta del problema: toda la compra cuesta 28
dolares.

Ahora vamos a tratar de esclarecer qué es mas costoso: la cartera o el estilografo; en otras palabras,
tenemos que esclarecer cuél de las desigualdades tiene lugar: © > y o y > .

Si de la segunda ecuacion del sistema restamos la primera, obtendremos que

2z —y = 32.
Es evidente que x > %, porque en caso contrario tendriamos 32 = 2z — y < 0. Sin embargo, la
desigualdad = > § todavia no facilita la resolucion del problema. Y no la facilita porque hemos
usado mal la ecuasciéon. A saber: hemos utilizado solamente que la diferencia 2z — y es positiva.
ahora trataremos de hacer uso del hecho de que ésta es igual a 32, tomando en consideracién a la
vez que x + y + z = 28 y que todas las incégnitas son nimeros positivos por su sentido real.
Escribamos la ecuacion como: x 4 (z —y) = 32. Ya que toda la compra cuesta 28 dolares, entonces
es notorio que = < 28, y de la ultima ecuaciéon se deduce que x —y > 0, es deecir, la cartera es mas
cara que el estilografo.

Ejemplo 6.67 A las 9 a.m., del punto A hacia el punto C parte un tren rdpido. En ese mismo
instante, del punto B, situado entre los puntos A y C, salen dos trenes de pasajeros, el primero
de éstos va al punto A y el sequndo, al punto C; las velocidades de los trenes son iguales. El tren
rdpido encuentra al primer tren de pasajeros a no mds tardar de las 3 horas después de su partida,
luego pasa por el punto B a no mds tardar de las 14 horas del mismo dia, llegando por fin al punto
C simultdneamente con el tren de pasajeros, 12 horas después del encuentro con el primer tren de
pasajeros. Hallar la hora de llegada del primer tren de pasajeros al punto A.

Soluciéon



Sea vy km/h, la velocidad del tren rapido, vy km/h, la del de pasajeros, la distancia AB es igual a
s km. De la condicicién de que el tren réapido encuentra al primer tren de pasajeros no mas tardar
de las tres horas después de su partida, obtenemos que

5 <3

’Ul+’l)2 -

De la condicién de que el tren rapido pasoé el punto B antes de las 5 horas después de su partida,
tenemos s

— > 5.

v

Ya que hasta el primer encuentro pasaron o ivz horas, entonces, durante el tiempo de 12 +

horas el tren rapido alcanzara al segundo tren de pasajeros, por cuya razon resulta que

s
12 —vy) =
( + P v2> (v —v2) = s

Nos hace falta hallar z = Pt De ahi s = zwvs; sustituyendo esta expresion en lugar de s en las
igualdades y desigualdades precedentes y designando g—; por «, llegamos al sistema

S
v1+v2

x <3(a+1)
T > da
r=06(a®—1)

Muchos estudiantes no dominan este problema. En realidad, la resolucién no es tan dificil: en
este sistema hay que despejar sea x 6 « y pasar al sistema de dos desigualdades respecto a una
incognita. Por cuanto es mas facil, a primera vista, eliminar x, emprendemos precisamente este
camino. Sustituyendo z por 6(a? — 1) en dos primeras desigualdades, obtenemos el sistema de
desigualdades

202 —a—3<0
6a? —5a—6>0

Las soluciones de la primera desigualdad son: —1 < a < %; las soluciones de la segunda: o > %
2

y a < —3. De tal modo, la soluciéon del sistema serd: o = % y, ademas, todas las a dentro del
intervalo —1 < a < —%. Como estamos interesados por las « positivas, a la condicién del problema
le satisface el valor inico a = % Ahora hallamos con facilidad que z = % y obtenemos la solucién:
el primer tren de pasajeros llega al punto A a las 16 horas 30 minutos.

Este problema, asi como otros de este tipo, admite una soluciéon en la que todos los datos se escriben
en forma de ecuaciones. Esto se hace introduciendo incégnitas complementarias y obteniendo un
sistema de ecuaciones, en las cuales el nimero de incognitas es mayor que el nimero de ecuaciones.
Sin embargo, la solucién de tal sistema de ecuaciones es mas dificil que la del sistema de desigual-
dades.

Resolvamos este problema recurriendo al segundo procedimiento. Conservemos las mismas desig-
naciones. Que el tren rapido encuentre al primer tren de pasajeros después de 3 —t; horas (¢; > 0),
recorre el punto B después de 5 + t5 horas (t2 > 0) y alcanza al segundo tren de pasajeros después

de (3 —t1) + 12 horas. En este caso, las ecuaciones se componen facilmente

(’Ul +’02)(3 —tl) =S
vi(b+1t2) =s
(15 — tl)(’Ul — Ug) =S

TUy = S



Si eliminamos s de este sistema y designamos Z—; por a obtenemos el sistema de ecuaciones

(a+1)(B—-t) ==
ab+ty) ==z (6.8)
(a—1)(15—-t1) ==

Este es un sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas de las cuales hay que hallar sélo x.
Vamos a proceder asi como lo hicimos antes: eliminamos x obteniendo un sistema

{at2+(a+1)t1:3—2a ©9)

(1—-a)t; —aty =15 — 10«

Al notar ahora que el segundo miembro de la segunda ecuaciéon es 5 veces mayor que el segundo
miembro de la primera, multiplicamos la primera por 5 y, al restar de ésta la segunda, obtendremos

Bats + (6 + 4)t; = 0. (6.10)
Por cuanto o > 0, t; > 0, t5 > 0, esta igualdad s6lo es posible cuando t; = 0 y t2 = 0. Pero,
entonces (7) se halla facilmente que a = 2, y de (6), z = 12 resultando la misma solucion.

Ejemplo 6.68 A las 9 a.m., de la ciudad A partié un ciclista a una velocidad constante de 12
km/h. Dos horas después, siguiendo al primero, partid de la mismas ciudad un motociclista que iba
desplazdndose con un movimiento uniformemente retardado a una velocidad inicial de 22 km/h,
de modo que su velocidad disminuia en 2 km/h. Un automovilista que iba al encuentro a ellos, a la
ciudad A, con una velocidad constante de 50 km/h, encontré primeramente al motociclista y luego,
al ciclista. ;Llegard el automouilista a las 19 horas de este dia a la ciudad A?

Solucién

Este problema puede ser resuelto también mediante la composicion de ecuaciones y desigualdades.
No obstante, la composiciéon de tal sistema exigiria largos razonamientos. Por esto, es mejor re-
solverlo no por composiciéon formal del sistema de ecuaciones y desigualdades, sino por un simple
razonamiento.

De la condicion del problema se infiere que al principio el motociclista alcanza al ciclista, y luego
el ciclista alcanzara al motociclista. Supongamos que el ciclista demore, hasta el encuentro (no
importa, el primero o el segundo), ¢ horas, mientras que el motociclista demore ¢ — 2 horas para
el mismo camino. Ya que hasta el encuentro ambos pasaran un camino igual, entonces, igualando
sus caminos hasta el encuentro, obtendremos que

(t—2)°

12t = 22(t — 2) ~ 2+~

Una vez resuelta esta ecuaciéon, obtenemos que hasta el primer encuentro el ciclista demor6 6 horas,
es decir, recorrié 72 km, y hasta el segundo pas6 96 km en 8 horas. Segtn la condiciéon del problema,
el automovilista encontr6 al ciclista antes de haber pasado éste 96 km. Por eso, el automovilista
ha de ir hasta el punto A menos de 96 km. Demorard menos de frac9650 horas para recorrer
este camino. Ya que el ciclista demorara menos de 8 horas para encontrarse con el automovilista,
entonces el encuentro tendré lugar antes de las 17 horas. Es decir, después del encuentro con el
ciclista quedan mas de 2 horas para que el automovilista llegue al punto para las 19 horas. Pero,
para superar este camino se necesita menos de % horas, es decir, menos de 2 horas. Por lo tanto,
el automovilista llegara al punto A antes de 19 horas.

Con frecuencia se proponen problemas en los cuales se exige hallar una soluciéon 6ptima rela-
cionada, por ejemplo, con una suma de dinero que se entrega para la compra de una cantidad



mayor de piezas, o de unas cuantas variantes posibles de transporte de cargas escoger aquella que
sea més barata que las demaés, etc.

Las resoluciones de los problemas de esta indole pueden consistir en componer sistemas de
ecuaciones y desigualdades y en resolverlos. sin embargo, los elementos mas necesarios para resolver
estos problemas son los razonamientos que ayudan mucho para elegir la mejor variante.

Ejemplo 6.69  Se requiere edificar cierto nimero de casas de vivienda iquales de un drea titil
de 40 mil m?. Los gastos para la construccion de una casa de N m? de drea habitable se componen
del costo de la superestructura, proporcional a NN, y del costo de los cimientos, proporcional a
V'N. La edificacion de una casa de 1600 m? cuesta 176,8 mil délares con que, en este caso el costo
de la superestructura constituye un 36 % del costo de los cimientos. Determinar qué cantidad de
casas hay que construir para que la suma de gastos sea minima y hallar esta suma.

Solucién

Supongamos que se decidié construir n casas iguales, cada una de las cuales tiene y m? de &rea
habitable. Entonces es valida la igualdad yn = 40000. Sea z mil délares el costo de una casa de y
m? de area habitable; entonces el costo = de toda la obra se calcula por la igualdad x = zn.

El costo de la casa se integra por el costo v de la superestructura de la casa y por el costo w de los
cimientos, es decir, z = v+ w. Segin la condiciéon del problema, el costo de la superestructura de la
casa de y m? es proporcional a Y+/¥, es decir, v = ay,/y, donde « es un coeficiente. Andlogamente
w = 3,/y, donde 3 es también un coeficiente adecuado.

En particular, al construir la casa de 1600 m?, teniendo en cuenta que el costo de la superestructura
constituye el 36 % del costo de los cimientos, obtenemos que

- 1600 - V1600 = 100 - (B - 1600)

y tomando en consideraciéon que la edificacion de la casa de 1600 m

tenemos que
176,8 = a:- 1600V 1600 + 5v/1600.

Tenemos escrito todos los datos del problema; ahora hay que determinar x, como funcién de n, de
las ecuaciones obtenidas y luego hallar para cuél valor de n serd minima la x.

. 1. . L . . 117
Partiendo de las df)s tltimas igualdades se hallan facilmente o y 8: @ = 155555,
v y w en la expresion para z, obtenemos que

117
= 1600007V T ‘[

Ahora, al permutar este valor de z y el valor de y = % de la primera igualdad a la segunda,
obtenemos que

2 cuesta 176,8 mil dolares,

= 14—3. Poniendo

9
z = 650 ( 7t \/ﬁ> .
De tal manera hemos llegado a la conclusion de que x es el costo de la construcciéon y la funcion
n recién escrita es la cantidad de casas. Ahora tenemos que determinar el valor minimo de z. Si
aplicamos al segundo miembro de esta igualdad la desigualdad entre la media aritmética y la media
geométrica, obtenemos que
z>2. 650\f = 3900.

donde el signo de igualdad se logra s6lo cuando f = y/n, es decir, para n = 9. En otras palabras,
el costo de la obra completa sera siempre no menor que 3,9 millones de délares y exactamente igual
a este ntimero si n = 9.

Por eso, al construir las casas, la suma minima de gastos serd cuando se construyan 9 casas; la
construccion de estas 9 casas costara 3,9 millones de dolares.



Ejemplo 6.70 Se decicid comprar por 100 ddlares una cantidad de juguetes para el drbol de
Navidad. Estos adornos se venden por surtidos. El surtido de 20 juguetes cuesta 4 ddlares, el de 35
juguetes, 6 ddlares; y el surtido compuesto por 50 juguetes, 9 ddlares. ;Cudntos y cudles surtidos
hay que comprar para que resulte la cantidad mdxima de juguetes?

Solucién

Seanz, y, z el namero de surtidos de la primera, segunda y tercera especie, respectivamente, para
que la compra de éstos asegure la méaxima cantidad de juguetes (tal resolucion del problema se
considera, por lo comin, como 6ptima). Entonc es

4x + 6y + 9z = 100.

Esta es la tnica ecuacién que puede ser compuesta segin la condiciéon del problema. Sin embargo,
es conocido, ademés de esto, que x, ¥y y z son nameros enteros no negativos y que la cantidad
de juguetes de esta compra es mayor que la de cualquier otra. Resulta que estas condiciones son
totalmente suficientes para la determinacion univoca de todas las incognitas.

Esta es la tnica ecuacién que puede ser compuesta segtn la condicién del problema. Sin embargo,
es conocido, ademés de esto, que x, ¥y y z son nameros enteros no negativos y que la cantidad
de juguetes de esta compra es mayor que la de cualquier otra. Resulta que estas condiciones son
totalmente suficientes para la determinacion univoca de todas las incognitas.

La primera idea que puede ocurrirse, es decir, resolver la ecuaciéon dada atacando de frente por se-
leccién de todos los valores posibles de incognitas, no tiene, evidentemente, perspectivas por razén
de una enorme cantidad de casos. Sin embargo, esta seleccion puede redicirse considerablemente
con ayuda de razonamientos econémicos. En efecto por 12 délares pueden comprarse 3 surtidos de
la primera especie 6 2 surtidos de la segunda especie; en el primer caso adquirimos 60 juguetes, y
en el segundo, 70. Por lo tanto, es evidente que el nimero de surtidos de la primera especie, en
cuanto a la solucién 6ptima, no debe superar a 2. Comparando anédlogamente los surtidos de la
segunda y tercera especies, obtenemos que en la resoluciéon 6ptima no debe ser més que un solo
surtido de la tercera especie. De tal modo, hemos obtenido las desigualdades x < 2, z < 1.

Ahora la selecciéon no presenta dificultades. Con = = 0 obtenemos, para determinar y y z, una
ecuacion 6y + 9z = 100 que no tiene soluciones, porque su primer miembro se divide entre 3 y el
segundo no se divide. Luego, para x = 1, obtenemos una ecuacion 2y + 3z = 32 la que (teniendo
en cuenta la desigualdad z < 1) tiene la solucién tnica y = 16, z = 0. En fin, para = 2, asi como
para x = 0, la ecuacién tampoco tiene soluciones.

6.16. Tarea

1. Resolver los sistemas de ecuaciones:

T __ 16 —
) 22+ y% =174 o) 5—%_5 i) T —2y=2
r—y=2 rT—y=2 Ty =12

b) :z:Jrzy—lZ £) Vi—y=A4 i 2 +y?=25
xy —y? vy =B ! y=a%-13
y—x=2 2?2 +9y? =38 22 +2y%2 =34
c) 10 g) 1 1 _ 1 k) —
:c+y—3xy P—Fyﬁ—g x—l-y—
-7 Tz Ly _5 2 Lyt
d) T+y h) y-&-w 5 1) y—i-z 8
Vr+ y==6 T +axy+y=27 r4+y=12



£+l:1
ATB
A B _ Q)
{x+J4
{x2+y25
r)
Ty = —2
:Uy:c—i—y ) =130
3 +y> =35
) r+y=>5
PP e+ =35

22 4+22-3=0
2202 -9y —1=0

r+y=10

Resolver los sistemas de ecuaciones:

a) {x2+xy+y2:61
r+ry+y=29

(+27%+(y—12=25

(z+2)(y—1)=12

22+ 9% + oy =133

r+axy+y=13

x2 —13x+4y
y? —433—|—13y

¢) {2(x+y)2+x2y+xy2+3020

m)

Yy =5

20—x—34+0

{ 5
2

{x — oy +2y2—16=0

1,1
14,19
t) {”y
r+y=4
11) \/>7\/g:2\/@
z+y =20
{x2—2xy—y2:1

v)
T+y=2

(r+1)%(y+1)2 - 272y =0
(22 —|—1 Ny —|—1)—10xy—0
?+ay+y?—19=0
ot 4+ 2%yt +yt - 133=0

202 —3xy —y2 —4=0
{:Jc +ay+y?—32-3y—6=0

zy+4rx+4y =0

w+y 10
+ m—i—y - 3
—45=0

:ery

ery

_b6x
a:+y

Ty —x—Y — 9—0

-

\ﬁ

23y + VyPr —78 =0

Py =1

{x3y +2ry? +y? =2
ot + 2%y +yt =91
{m —xy+1y2 =7
2+ =17
{x+my+y—5

¢ +y " +6x+2y=0
{m+y+8:0
r—y=1
{x2+y2:41



22 — 3y =23
k){“’ y

)

3y? — 8x = 59
522 4 14y = 19
{7y2 + 102 =17
2 (z +y) =80
m) {Z‘QEQI‘ —yi)%y) =80
x—y_Q
2} —y3 =38

r)

a)

b)

f)

g)

h)

922 +y? =13

Ty =2

22 +9y? 22 +3y=9

202+ 22+ —5y=1
—zy—y +x—2y=-2

3a:y—5y +3x — 6y = —b

x—y—() 2bxy
2% +y? =252y

Resolver los sistemas de ecuaciones:

5622 —zy —y?> =0
{14x2+19xy 3y2 =0
422 — 3y — 2 =0
{32x — 36zy +9y> =6
1522 + 2y — 22 =0
{73: — 4y — 3y? = 32
> +ay+4y* =6
{Bx +8y? =14

¢ —=3zxy+y*=—1
{SxQ—azy-i-Sy =13
522 — 6y 4+ 5y? = 29
{73:2 Sxy + Ty? = 43
23—y =19(x — y)
{:z: +y* =T(z+y)
zt —yt =15

{x y—zy> =6

23y 4+ 2y = 30
2?2 +ay+y?=19(x — y)?

{4+6ﬁf+y-—w6
{xaw+yﬂx)

6(x — x—01%+y
2(902 +:ry+1—0
6)+zy+2=0

2+y2 1_|_2y_
2?2+ y? + 22 =22
622 + 2y — 2y =0
322 — 2y —2y°2 =0

K) {x2+4zy—2y2 =5(z+y)
52 —axy —y? =T(x +y)
1) {m2+y2:34
T+y+azy =23

r+y+z2+y2=18
m) 2 2
zy+x*+y- =19

224y =19
n)
(x+8)(z+y) =2
2y
o) {121 1_1
Ty =T3
») {xy(aH— ) =20
1,1_5
Ty =1
) 2+ =T+wy
q 23+ 93 =62y — 1
r) Ty =
xt +yt =97
z° 4+ 1% =33
s)
x+y



Resolver los sistemas de ecuaciones:

2\/7f1

a)
{\/5x+y+\/5x—y—4

Ty +yJr =06
2%y +y%x = 20

3 y® _ 65 k) \3/3?+{3/§:3
S Vr+ =3
2 2 _ -2 1
o) YL+ 4/3y? — 2z + zx+5 ) {\ﬁ WJF\/*iS
3r—2y=>5
Y —2y+3YrTy=13 m) oy
d) 5\3/1: yreyE i = y +y\/9:2y—5
3Yr -2y —4Yr+y=2 +1 _
Yoy | VIR _ sL Vo 2y =1
2x 182
e) {\3/23557_@,_9/2217—3,:152 \/x+y+1+\/x— +10=5
y T
£) V2e—y+11—Br+y—9=3 0) {\f+vy+1—1
Y=y FI+ YBrFy—9=3 Vet+l+yy=1
o (VI V= o) VA = EFy+ ey
V(T +y)?* (e —y)? =8 169” =/Try— VT —y
h) r+y+/ry =14 \/x+2y+\/x—y+2—3
z? +y? +ay = 84 a) 2 +y="7
1 1 _ 4
rY = \/y+\f—\/y x—l

Resuelva los sistemas de ecuaciones:

(z—1)(y+5) =14

a) (y+5)(2+8 =63 d)
(z+8)(x—1)=18
22 +xy+ 2 =48

b) ry+y? +yz =12 e)
rz+yz+ 22 =84
r+y+2=19

c) 2 +y*+22=01 f)
¥ —xz2=0

> +ay+x2=25

zy+2r+y =24

zy +y? +yz = 32 g) yz+ 3y +2z=15
zz+yz+22=8 rzz+r+32=9
(r+1y)?—22=65 dr—2y—7=0
22— (y+2)?2=13 h) r—y—2=0
T+y—2=5 8r—y?—322+4=0
—y+z=2

x2—y2—|—z2:6
2(xy +yz) —xz =13

Resolver los sistemas de ecuaciones:

TG+ TE =9
a) VYZ+\rz =5

Vaez+ /Ty =8

b)

Vr+y+Jy+z=3
Vitz+Vr+z=5
vVer+z+J/r+y=4



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Vi—4+ /y+Vz+4=6

c) 2V —4— \fy—4Vz+4=-12
r+y+z=14
VI Ty 325 7=2

d) 2y +5r+2+255=3
Vy+z—V6z=0

La suma de las circunferencias de dos circulos es 88 centimetros y la suma de sus areas es
2200

22
centimetros cuadrados, haciendo 7 ~ - Hallar los radios de los circulos.

Se organiza un agape que cuesta $30 y resulta que si se agregan tres mas al grupo el costo
por persona se reducirfa en 50 céntimos. ; Cuantos son los invitados originalmente?

Dos ntimeros difieren en 2 y sus cuadrados en 48. Hallarlos.

Un camioén sale de A a las 05:00 horas en viaje hacia B distante 300 kilémetros. A las 06:00
horas un auto parte de A, pasa al camion, entrega un paquete y vuelve a A. Si el auto hizo

una media de 60 kilémetros por hora y alcanzo6 a llegar a A 25 horas antes que el camién

llegara a B, hallar la velocidad media del cami6én y averiguar a qué distancia de A pasoé el
auto al camion.

La suma de los cuadrados de las cifras de un ntumero de dos cifras es igual a 10. si del
nimero buscado sustraemos 18, obtenemos un ntimero escrito con esas mismas cifras, pero
en orden inverso. Hallar el nimero buscado.

Resp: 31.

. Qué namero de dos cifras es 4 veces mayor que la suma de sus cifras y 3 veces mayor que
el producto de ellas?
Resp: 24.

Hallar dos ntimeros enteros, cuya suma es igual a 1244. Si al primer nimero se escribe a
la derecha la cifra 3 y del segundo se elimina la dltima cifra 2, los ntimeros obtenidos seran
iguales.

Resp: 12y 1232.

Un namero de tres cifras termina con la cifra 3. Si ésta se traspasa al comienzo del nimero,
el nuevo serd mayor en 1 que el ntimero inicial triplicado. Hallar el namero inicial.
Resp: 103.

Un ntimero de seis cifras comienza por la cifra 2. Si traspasamos ésta del primer puesto al
iltimo, conservando el orden de las demaés, el nimero obtenido sera tres veces mayor que el
inicial. Hallar éste.



17.

18.

19.
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21.

22.

23.

24.

Resp: 285714.

La suma de todos los nameros pares fue dividida sin resto por uno de ellos. Hallar el divisor
si sabemos que la suma de sus cifras es igual a 9 y que el cociente se diferencia del divisor
sOlo por el orden de las cifras.

Resp: 54.

Si dividimos un nimero de dos cifras por la suma de éstas, en el cociente obtendremos 7 y
en el resto 6. Si ese mismo numero de dos cifras se divide por el producto de sus cifras, en el
cociente obtendremos 3 y en el resto, un nimero igual a la suma del nimero inicial. Hallar
el niimero inicial de dos cifras.

Resp: 83.

La suma de dos nameros de tres cifras, escritos con cifras iguales, pero en orden inverso,
es igual a 1252. Hallar dichos ntumeros si la suma de sus cifras es igual a 14 y la suma de los
cusdrados de ellas es 84.

Resp: 428 y 824.

Un turista que sube a una montana alcanzé en el transcurso de la primera hora la altura
de 800 metros, mientras que durante cada siguiente hora subié a una altura de 25 metros
menor que en la anterior. ;Cuéntas horas pasaran hasta alcanzar la altura de 5700 metros?
Resp: En 8 horas.

Al dividir el noveno término de una progresion aritmética por su segundo término, en el
cociente se obtiene 5, mientras que al dividir el término décimotercero de la progresién por
su sexto término en el cociente tendremos 2 y en el resto 5. Hallar la suma de 20 miembros
de la progresion.

Resp: 820.

La suma de una progresion geométrica inifinitamente decreciente es igual a 4, en tanto que
la suma de los cubos de sus términos, igual a 102. Hallar el primer término y la razoén de la
progresion.

1
Resp: 6, —3

Hallar cuatro ntumeros de los que los primeros tres forman una progresion aritmética y
los tres 1ltimos, una geométrica; la suma de los niimeros extremos es igual a 60 y la de los
medios, 60.

Resp: 12; 24; 30; 54 6 52,5; 37,5; 22,5; 13,5.

La suma de los tres primeros términos de una progresiéon geométrica es igual a 91. Si a
estos términos adicionamos 25, 27 y 1, respectivamente, obtenemos tres ntimeros que forman
una progresion aritmética. Hallar el séptimo término de la progresiéon geométrica.

: 5 L
Resp: 5103 6 &7
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26.

27.

28.

29.
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31.

Hallar un nimero de tres cifras, en el cual las cifras forman una progresion geométrica. Si
de este ntimero sustraemos 792, obtenemos un ntmero escrito con esas mismas cifras, pero
en orden contrario. Si de la cifra que expresa el nimero de centenas, sustraemos 4 y si de-
jamos las restantes cifras del nimero buscado sin variar, hallamos un nimero, cuyas cifras
componen una progresion aritmética.

Resp: 931.

Hallar un nimero de cuatro cifras, en el que las tres primeras forman una progresion arit-
mética creciente, si sabemos que él se divide por 225.
Resp: 1350.

Tres hermanos, cuyas edades forman una progresion geométrica, dividen entre si cierta
suma de dinero de modo proporcional a la edad. Si esa misma suma de dinero la dividieran
proporcionalmente a su edad tres anos mas adelante, el menor de los hermanos recibiria 105
dolares més, el mediano, 15 ddlares mas que ahora. ;Cudl es la edad de los hermanos si
sabemos que la diferencia de anos entre el mayor y el menor de ellos es igual a 15 anos?
Resp: 12, 18, 27.

Hallar el nimero de términos de una progresiéon aritmética, en la que la razén entre la
suma de los 13 primeros términos y la de los 13 dltimos es igual a —, en tanto que la razén
entre la suma de todos los términos sin los tres primeros y la de todos los términos sin los 3
altimos es igual a %

Resp: 20.

. e . . 16
La suma de una progresion geométrica infinitamente decreciente es igual a 3 La pro-
gresion contiene un término igual a 5 La razon entre la suma de todos los términos de la
1
progresion, que preceden al que es igual a 5’ y la suma de los términos que le siguen, es igual

1
a 30. Determine el namero del término igual a 5
Resp: 5.

Una aleacién pesa 2 kilogramos y consta de plata y cobre, con la particularidad de que la

masa de la plata constituye el 14? % de la masa del cobre. jQué cantidad de plata hay en la
aleacion?
Resp: 0,25 kilogramos.

Se ha comprado 1 metro de tejidos de dos calidades por una suma de 15 doélares y 20
centavos. Si el precio del tejido de la primera calidad fuera mas alto y de la segunda, méas
bajo en un mismo por ciento, 1 metro del tejido de la primera calidad costaria 15 délares y
de la segunda, 2 ddlares y 40 centavos. ;{ Cuanto cuesta 1 metro del tejido de primera calidad?
Resp: 12 dolares 6 9,5 ddlares.
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Un namero digito fue aumentado en 10. Si el nimero obtenido se aumentara al mismo por
ciento que la primera vez, obtendriamos 72. Hallar el nimero digito inicial.
Resp: 2.

De acuerdo con el plan, dos fabricas deberian producir 360 méaquinas - herramientas al
mes. La primera de ellas cumplio el plan en el 112 %, la segunda en el 110% y en conjunto,
las dos fabricas produjeron 400 méquinas - herramientas. ;Cuéntas méquinas produjo cada
fabrica por separado superando el plan?

Resp: 24y 16.

Para producir pan de trigo se han tomado tantos kilogramos de harina, como el por ciento
que constituye el aumento de peso de dicha harina. Para producir pan de centeno se han
tomado 10 kilogramos de harina més y, precisamente, tantos kilogramos como el por ciento
que constituye el aumento de peso de la harina de centeno. ;Qué cantidad de harina de uno
y otro tipo se ha tomado si en total se han producido 112,5 kilogramos de pan?

Resp: 35 kilogramos de harina de trigo y 45 kilogramos de cebada.

;Si disminuyera el dia laboral de 8 a 7 horas, en qué por ciento hay que aumentar el
rendimiento del trabajo para que con las mismas tarifas el sueldo aumente el 5 %?
Resp: El20%.

A principios de afio en la cartilla de ahorros fueron puestos 1600 dolares y a finales de él,
saca 848 dolares. A finales del segundo ano en la cartilla habia 824 dolares. ;Qué interés pone
en cuenta al ano la cooperativa?

Resp: El 30%.

A fines de afio en la cartilla de ahorros del depositante una cooperativa puso en cuenta el
interés, lo que constituy6 6 dolares. El depositante anadié 44 doélares y dej6 su dinero en la
cooperativa para un afio més. Al acabar el afio, de nuevo pusieron en cuenta los intereses, y,
ahora, el deposito, junto con los intereses, constitufa 257 dolares y 50 centavos. ;Qué suma
fue depositada en la cuenta de ahorros inicialmente?

Resp: 200 dolares.

El precio del articulo fue rebajado el 20 %, a continuacion, el nuevo precio lo rebajaron el
15 %; por fin, después del recalculo se efectué la rebaja al 10 % maés. jA qué por ciento total
fue rebajado el precio inicial?

Resp: El 38,8%.

La cantidad de estudiantes en un centro de ensenanza, aumentando el mismo por ciento
anualmente, crecid en tres anos de 5000 a 6655 personas. ;En qué tanto por ciento aumentd
anualmente el nimero de estudiantes?

Resp: El10%.

El volumen de la sustancia A constituye la mitad de la suma de los volimenes de las
sustancias B y C, en tanto que el volumen de la sustancia B, el 20% de la suma de los
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voltimenes de las sustancias A y C. Hallar la razoén entre el volumen de la sustancia C' y la
suma de los volimenes de las sustancias A y B.
Resp: 1.

Como resultado de la reconstruccion de un taller el ntimero de obreros que quedaron libres
puede encontrarse en los limites del 1,7 al 2,3 %. Hallar el nimero minimo de obreros que
puede estar ocupado en el taller antes de la reconstruccion.

Resp: 44 personas.

El por ciento de estudiantes del curso que han dado todos los exdmenes preliminares se
halla en los limites del 96,8 al 97,2 %. Hallar el nimero minimo de estudiantes que puede
haber en dicho curso.

Resp: 32 personas.

Un turista tiene que cubrir la distancia desde el pueblo hasta la estacion de ferrocarril.
Después de pasar 3 kilometros él comprendié que llegaba tarde al tren y empezo6 a andar a
una velocidad de 4 km/h. El turista lleg6 a la estacion 45 minutos antes de la partida del
tren. Si él hubiera ido a la velocidad inicial se habria demorado 40 minutos. determine la
distancia desde el pueblo hasta la estacion.

Resp: 20 kilémetros.

Un pasajero que viaja en un tren a una velocidad de 40 km/h observo por la ventana que
en sentido opuesto, en el transcurso de 3 segundos, pasé un tren de 75 metros de longitud.
;Cudl era la velocidad del tren que iba en direccién contraria?

Resp: 50 km/h.

Un ciclista deberfa cubrir 48 kilémetros a velocidad media determinada. Pero por ciertas
causas, la primera mitad del recorrido se desplazé a una velocidad el 20 % menor, mientras
que la segunda, a 2 kilometros mayor que la necesaria. Para cubrir todo el recorrido el ciclista
gastd b horas. Haalar la velocidad que al principio se preveia.

Resp: 10 km/h.

Tras cuerpos se mueven por una recta del punto A al B. El segundo cuerpo comenzo a
desplazarse 5 segundos y el tercero, 8 segundos después que el primero. La velocidad del
primer cuerpo es 6 cm/seg menor que la del segundo. La velocidad del tercero es igual a
30 cm/seg. Hallar la distancia AB y la velocidad del primer cuerpo si sabemos que los tres
cuerpos llegan al punto B en el mismo momento.

Resp: 360 cmy 18 cm/seg 6 60 cm y 6 cm/seg.

Al principio el avién volaba a la velocidad de 220 km/h. Cuando le quedaban por volar
385 kilometros menos que los ya cubiertos, la velocidad aumenta hasta 330 km /h. En el tran-
scurso de todo el recorrido la velocidad media del avion era igual a 250 km /h. ;Qué distancia
volo el avion?

Resp: 1375 kilémetros.
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De los puntos A y B salieron al encuentro, simultaneamente, dos trenes. La velocidad del
primer tren es 10 km/h mayor que la del segundo. Los trenes se encontraron a 28 kilémetros
de la mitad del recorrido AB. Si el primer tren hubiera partido de A 45 minutos més tarde
que el segundo. Los trenes se encontrarian en la mitad del recorrido AB. Hallar la distancia
AB y las velocidades de ambos trenes.

Resp: 840 km/h, 80 km/h y 70 km/h.

Dos escolares salieron al mismo tiempo de casa a igual velocidad. Uno de ellos, 3 minutos
después se acordd de que habia dejado en casa un libro que necesitaba y retorné a casa a una
velocidad de 60 mt/min mayor que la inicial. Después de coger el libro comenz6 de nuevo su
camino a la misma velocidad y alcanzé a su companero, que iba a velocidad constante, ya
junto a la puerta de la escuela. Hallar las velocidades de los escolares si la distancia entre la
escuela y la casa es 280 metros.

Resp: 40 mt/min.

Dos transetntes que se hallan en los puntos A y B, entre los que hay una distancia de 27
kilometros en linea recta, salen de ellos simultaneamente, desplazandose por la recta AB. El-
los se encuentran después de 3 horas si van al encuentro y uno alcanza al otro 9 horas después,
si se mueven en una misma direcciéon. Hallar la velocidad de cada uno de los transetntes.
Resp: 6 km/hy 3 km/h.

Por los dos lados de un angulo recto, se mueven dos cuerpos en direccion de su vértice. En
el momento inicial el cuerpo A estaba distanciado del vértice del angulo recto a 60 metros, el
cuerpo B, a 80 metros. Pasados 3 segundos la distancia entre A y B se hizo igual a 70 metros
y después de 2 segundos mas, 50 metros. Hallar la velocidad de cada uno de los cuerpos.
Resp: 6 mt/seg y 8 mt/seg.

Por el rio, la distancia entre dos ciudades es igual a 80 kilometros. Una lancha pasa esta
distancia dos veces (hacia arriba y abajo) en el transcurso de 8 horas 20 minutos. Determine
la velocidad de la lancha en agua estancada si la velocidad de la corriente del rio es igual a
4 km/h.

Resp: 20 km/h.

Una lancha se desplazé por un rio aguas arriba 8 kilémetros, dio la vuelta y se desplazo
aguas abajo 36 kilometros. Todo el viaje durd 2 horas. Después, la lancha cubri6 6 kilomet-
ros contra corriente y a favor de ella, 33 kilometros, gastando en el segundo viaje 1 hora 45
minutos. Hallar la velocidad de la lancha en agua estancada.

Resp: 20 km/h.

En un lago desembocan dos rios. Una lancha parte del muelle A, situado en el primer rio,
se desplaza 24 kilometros hacia abajo, hasta el lago después baja 2 kilémetros por el lago,
y, a continuacién, 32 kilémetros por el segundo rio hasta el muelle B, cubriendo la distancia
desde A hasta B en 8 horas. Si la lancha hubiera navegado por el lago 18 kilometros mas,
todo el recorrido de A a B consumiria 10 horas. Hallar la velocidad de la corriente de cada
rio si sabemos que la velocidad del primer rio es 2 km/h mayor que la del segundo.
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Resp: 3 km/hy 1km/h.

Dos peatones salieron, simultaneamente, al encuentro de los puntos A y B. Cuando el
primero pas6 la mitad del camino, al segundo, hasta el final del recorrido, le quedaban 24
kilometros. Cuando el segundo cubrié la mitad del recorrido, al primero le quedaban 15
kilémetros mas hasta el final. ; Cuéntos kilometros ha de recorrer el segundo peatéon hasta A
después de que el primero cubre el camino desde A hasta B.

Resp: 8 kilometros.

De los puntos A y B salen al encuentro dos trenes, con la particularidad de que el segundo
partié media hora después que el primero. Al pasar 2 horas después de la partida del primer

tren, la distancia entre ellos constituia — de la distancia entre A y B. Los trenes se encon-

traron en la mitad del camino desde A hasta B. ;Cuanto tiempo necesitara cada tren para
cubrir todo el recorrido AB?
Resp: 10 horas y 9 horas.

La distancia entre las ciudades A y B es igual a 60 km/h. Dos trenes parten simultanea-
mente, uno de A a B y otro de B a A. Pasados 20 kilémetros el tren que va de A a B se
detiene media hora y, a continuacion, desplazandose 4 minutos, se encuentra con el tren que
viene de B. Los dos trenes llegan al mismo tiempo al punto de destino. Hallar las velocidades
de los trenes.

Resp: 60 km/h y 40 km/h.

Dos ciclistas salieron al mismo tiempo de los puntos A y B al encuentro uno de otro. El
ciclista que se desplazaba del punto A llegd a B pasadas 4 horas, en tanto que el que iba
del punto B, llegd a A 9 horas después del encuentro con el otro. ; Cuéntas horas estuvieron
cada uno de los ciclistas en el camino?

Resp: 15 horas y 10 horas.

Tres ciclistas, al arrancar simultaneamente de un punto y en la misma direccién, van por
un velédromo circular de 1 kilémetros de longitud. Un tiempo después el segundo alcanza
al primero al recorrer un circulo mas que éste. Pasados 4 minutos, al mismo punto llega el
tercero, al recorrer una distancia igual a la superada por el primero para el momento de
encuentro con el segundo. Las velocidades de los ciclistas forman en cierta sucesiéon una pro-
gresion aritmética con una diferencia de 5 km/h. Hallar estas velocidades.

Resp: 20 km/h, 25 km/h, 15 km/h.

Tres hermanos cuyas edades forman una progresion geométrica, reparten entre si cierta
suma de dinero directamente proporcional a sus edades. Si lo hicieran dentro de tres anos,
cuando el menor sea dos veces méas joven que el mayor, entonces el menor obtendria en 105
y el mediano en 15 dolares méas que ahora. ;Cuantos anos tiene cada uno de los hermanos?
Resp: 27, 18 y 12 anos.

Dos grupos de turistas partieron a la vez del punto A hacia el punto B. El primer grupo
sali6 en un autobts a una velocidad de 20 km/h y llegd en éste hasta el punto C' que se
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encuentra en el centro entre los puntos A y B, y sigui6 a pie. El segundo grupo al principio
iba caminando pero después de una hora subié a un vehiculo de paso que iba a una velocidad
de 30 km/h, y lleg6 en éste al punto B. El primer grupo atravesé el punto C, 35 minutos
antes que el segundo grupo, y llegé al punto B en 1 hora 25 minutos més tarde que el segun-
do. ;Qué distancia hay desde el punto A hasta el punto B, si la velocidad (caminando) del
primer grupo es en 1 km/h mayor que la velocidad del segundo grupo?

Resp: 30 kilémetros.

Dos recipientes iguales estéan llenos de alcohol. Del primer recipiente se extrayeron a litros
de alcohol y se llen6 la misma cantidad de litros de agua. Seguidamente, de la mezcla obteni-
da de alcohol y agua se extrayeron a litros y se repuso la misma cantidad de litros de agua.
Del segundo recipiente se vertieron 2a litros de alcohol y se llen6é con la misma cantidad de
litros de agua. Luego, de la mezcla obtenida de alcohol y agua se extrajeron 2a litros y se
repuso la misma cantidad de litros de agua. Determinar qué parte del volumen del recipiente

. . . - . . 25
constituyen a litros si la fuerza de la mezcla definitiva en el primer recipiente es 16 veces

mayor que la fuerza de la mezcla definitiva en el segundo recipiente. (Llamase fuerza de la
mezcla la relacion del volumen del alcohol puro en la mezcla a todo el volumen de la mezcla.
Se supone que el volumen de la mezcla es igual a la suma de volumenes de sus partes com-
ponentes).

Resp: 1/6.

Dos cuerpos estdn en movimiento uniforme por una circunferencia en el mismo sentido.
Uno de ellos alcanza al otro cada 46 segundos. Si estos cuerpos se mueven a las mismas
velocidades en direcciones contrarias, se encuentran entonces cada 8 segundos. Determinense
las velocidades de movimiento de los cuerpos por la circunferencia sabiendo que su radio es
igual a 184 centimetros.

Resp: 197 cm/s y 277 cm/s.

Las ciudades A y B estan situadas a orillas de un rio; la ciudad B se halla aguas abajo. A
las 9 a.m., de la ciudad A hacia la ciudad B zarp6 una balsa con la velocidad de la corriente
del rio con respecto a las orillas. Al mismo tiempo, de la ciudad B hacia la ciudad A parte
un bote que se encuentra con la balsa después de 5 horas. Al llegar a la ciudad A, el bote
retorn6 de instante y arrib6 a la ciudad B simultaneamente con la balsa. ;Si el bote y la
balsa tenfan tiempo de llegar a la ciudad B a las 9 p.m. (del mismo dia)?

Resp: No llegaran.

Cada uno de tres obreros necesita un tiempo para realizar cierto trabajo; el tercer obrero
lo realiza en una hora mas rapido que el primero. Obrando juntos, realizaréan el trabajo en
una hora. Y si el primer obrero trabaja durante una hora y después va a trabajar las 4 horas
el segundo obrero, los dos realizaran todo el trabajo. ;En cuantas horas puede cumplir todo
el trabajo cada uno de los obreros?

Resp: 3 horas, 6 horas, 2 horas.

Hay dos soluciones de una misma sal en agua. Para obtener una mezcla que contenga 10
gramos de sal y 90 gramos de agua, se toman dos partes de la primera solucién y una de la
segunda. Después de una semana, de cada kilogramo de la primera y la segunda soluciones se
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evapord 200 gramos de agua y para que resulte la misma mezcla se necesitan cuatro partes
de la primera solucién y una de la segunda. ; Cuéntos gramos de sal contenian en inicio 100
gramos de cada solucién?

Resp: 5 gramos y 20 gramos.

Un tren de carga que salio de A hacia B llegb a la estacion C' simultaneamente con un
tren de pasajeros que iba desde B hacia A a una velocidad m veces mayor que la del tren de
carga. Ambos trenes, después de permanecer t horas en la estaciéon C, siguieron su camino
aumentando cada uno de ellos su velocidad en un 25% en comparaciéon con su velocidad
inicial (es decir, con la velocidad que tenian antes de la llegada a C'). En estas condiciones
el tren de carga lleg6 a B en t1 horas més tarde y el de pasajeros llegd a A en t, horas mas
tarde, en caso de que ellos se movieran sin parar y a velocidades iniciales. ;Con cuantas horas
de anterioridad sali6 el tren de carga de A respecto del de pasajeros que parti6 de B?
Resp: En 5m(t —ta) —bm = (t — t1).

A, By C son tres puntos unidos por caminos rectilineos. Con el segmento del camino AB

1
linda un campo cuadrado que tiene un lado igual a =AB; el segmento del camino BC' es

contiguo a un lote cuadrado de un lado igual a BC'; al segmento de camino C'A es adyacente
un bosque de forma rectangular cuya longitud es igual a AC' y anchura de 4 km. El 4rea del
bosque es en 20 km? mayor que la suma de las areas de los campos cuadrados. Hallar el 4rea
del bosque.

Resp: El area del bosque es 40 km?.

Un grupo de estudiantes compuesto de 30 personas en un examen recibi6 calificaciones de
2, 3, 4 y 5. La suma de las calificaciones obtenidas es igual a 93; las notas de tres fueron
més que las de cinco y menos que las de cuatro. Por lo demas, el nimero de las de cuatro se
dividia por 10 y el nimero de las de cinco fue par. Determine cuéntas y cudles calificaciones
recibi6 el grupo.

Resp: El numero de calificaciones 2, 3, 4 y 5 es igual a 11, 7, 10 y 2, respectivamente.

Una motocicleta y un coche X salen simultdneamente del punto A hacia el punto B y en
ese mismo instante del punto B hacia el punto A parte un coche Y que 5 horas 50 minutos
después llega al punto A. Los automdviles se encontraron 2 horas 30 minutos después de
la salida, y la motocicleta y el coche Y, a la distancia de 140 kilometros del punto A. Si
la velocidad de la motocicleta fuera dos veces mayor, se encontraria con el coche Y a 200
kilometros del punto A. Hallar las velocidades de la motocicleta, el coche Y y el coche X.
Resp: La velocidad de la motocicleta es de 40 km /h, la del coche Y 60 km/h y la del coche
X, 80 km/h.

El agua pura y un acido de concentraciéon constante empiezan a llegar simultaneamente
por dos tubos a un recipiente. Una vez que el recipiente estuvo lleno, resulté6 una soluciéon
de 4cido al 5%. Y si se dejara de hacer llegar el agua en el momento cuando el recipiente
esta por la mitad, resultaria una solucion al 10 %. Determine cudal de los tubos proporciona
el liquido mas rapidamente y en cuantas veces.

Resp: El agua se suministra 2 veces mas rapidamente.
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Un coche salié del punto A hacia el punto B. Simultaneamente, al encuentro de éste, del
punto B partié un ciclista. Tres minutos después del encuentro, el coche regresa al instante,
sigue al ciclista y, al alcanzarlo, de nuevo vuelve al instante para llegar al punto B. Si el
coche regresara al instante un minuto después del encuentro y el ciclista aumentaré 1—75 veces
la velocidad después del encuentro, aquél demorarfa el mismo tiempo para recorrer todo el
camino. Hallar la relacion entre las velocidades del ciclista y del coche.

Resp: 1:3.

Desde el punto A hacia el punto B que distan uno de otro a 100 kilémetros, al mismo
instante salieron un ciclista y un transeunte. Simultaneamente, del punto B parti6 un au-
tomovilista al encuentro de éstos. Una hora después de la carrera el automovilista encontré

2
al ciclista y luego, al pasar mas unos 14— kilémetros, encontré al transeunte y lo subi6

al coche; después de esto echaron a correr detras del ciclista y lo alcanzaron. Calcular las
velocidades con las cuales se movian el ciclista y el automovilista si es sabido que la velocidad
del transeunte era igual a 5 km/h. El tiempo necesario para la subida del transeunte y el
viraje del automoévil se considera igual a cero.

Resp: 20 km/h y 80 km/h.

Un laboratorio necesita encargar una cantidad de matraces esféricos iguales de una capaci-
dad total de 100 litros. El valor de un matraz lo componen el costo del trabajo del obrero,
proporcional al cuadrado de la superficie del matraz, y el costo del materjal, proporcional a su
superficie. En estas condiciones, el matraz de 1 litro cuesta 1,25 dolares y el valor del trabajo
constituye un 20 % del costo del matraz (el espesor de las paredes del matraz se considera
despreciativamente pequeiio). jSon suficientes 100 ddlares para realizar el trabajo?

Resp: No.

El autobis N° 1, en el que un estudiante puede llegar de su casa a la universidad, sin
trasbordos, demora 2 horas 1 minuto. En cualesquiera de los autobuses N° 2, N° 3, ..., N°
k se puede llegar también a la universidad; sin embargo, el estudiante puede hacer trasbordo
al autobtis N° p solamente del autobtis N° (p-1). Las rutas de estos autobuses son tales que
el estudiante, al llegar a la universidad en uno de ellos, demorara un tiempo (sin contar los
trasbordos) inversamente proporcional al ntimero de autobuses utilizados. ademés de esto,
en cada trasbordo invertird 4 minutos. ;Es cierto que hay un camino que necesita en total
menos de 40,1 minutos?

Resp: No.

Entre el poblado A y la ciudad D se encuentran la gasolinera B y la torre de agua C que
dividen la distancia AD en tres partes iguales (AB = BC = CD). De A hacia D salieron un
coche y un ciclista, y de D hacia A, simultdneamente con éstos, sali6 un camion que se cruzéd
con el coche cerca de la torre de agua, y con el ciclista, cerca de la gasolinera. El ciclista
aumento su velocidad en 5 km/h cerca de la gasolinera. El coche, al llegar al punto D, regresé
al instante con una velocidad de 8 km/h menos de la que tenia antes. Como resultado, en el
momento cuando el camion llegd al punto A, al ciclista le quedaba por recorrer 7,5 kilomet-
ros para llegar a C, y el coche, se encontraba entre B y A a 14 kiléometros de B. Hallar la
distancia entre el poblado y la ciudad y las velocidades de los vehiculos y el ciclista.

Resp: La velocidad del ciclista es de 20 km/h, la del camion, 40 km/h y la del coche, 80
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km/h. La distancia AD es igual a 60 km.

Un lote rectangular con un area de 900 m? hay que vallar de cerca cuyos lados adyacentes
deben ser de piedra y los otros dos, de madera. Un metro de la cerca de madera cuesta 10
dolares y el de piedra, 25 dolares. Para la construccion se han asignado 2000 dolares. ;Al-
canzara esta suma?

Resp: No lo alcanzara.

El recipiente de una torre de agua se llena por varias bombas. Al principio se pusieron
en accion tres bombas de igual rendimiento y después de 2,5 horas de trabajo empezaron a
funcionar dos bombas més de rendimiento distinto de las tres primeras pero igual entre si.
Como resultado, una hora después de la conexiéon de las bombas al recipiente le faltaban 15
m?> para llenarse; después de una hora el recipiente estaba lleno. Una de las bombas puestas
en accion mas tarde podria llenar el recipiente en 40 horas. Hallar la capacidad del recipiente.
Resp: 60 m3.

En las competiciones de esquis a la distancia de 10000 metros arrancé el primer esquiador y
un tiempo después salio6 el segundo con una velocidad en 1 mt/seg mayor que la del primero.
En el instante cuando el segundo alcanzé al primero éste aument6 su velocidad en 2 mt/seg,
mientras que la velocidad del segundo esquiador no varié. Como resultado de esto el segundo
esquiador cruzé la meta 7 minutos 8 segundos después del primero. Si la distancia fuera 500
metros mas larga, el segundo esquiador llegaria a la meta 7 minutos 33 segundos més tarde
que el primero. Hallar qué tiempo pas6 entre la salida del primero y segundo esquiadores.
Resp: 2 minutos.

Tres patinadores, cuyas velocidades en sucesion forman una progresion geométrica, parten
simultdneamente de carrera por un circulo. Después de un tiempo el segundo patinador
adelanta al primero, recorriendo 400 metros més que éste. El tercer patinador recorre una
distancia igual a la recorrida por el primero hasta el momento cuando fue adelantado por el

segundo, en espacio de tiempo de 3 de un minuto mayor que el primero. Hallar la velocidad

del primer patinador.
Resp: 0,6 km/min.

Una hacienda dispone de cuatro marcas de tractores: A, B, C'y D. Cuatro tractores (2
tractores de la marca B, un tractor de la marca C' y uno de la marca D) realizan la arada
de un campo en dos dias. Dos tractores de la marca A y un tractor de la marca C' invierten
tres dias para el mismo trabajo, y los tres tractores de las marcas respectivamente A, B y
C, demoran cuatro dias. {FEn qué tiempo realizaran el trabajo cuatro tractores de distintas
marcas?

Resp: 12/7 dias.

En tres campos se segaba la hierba durante tres dias. En el primer dia toda la hierba del
primer campo se segd en 16 horas. En el segundo campo toda la hierba se seg6, en el segundo
dia, en 11 horas. En el tercer dia toda la hierba del tercer campo se segd en 5 horas: 4 horas la
segaban a mano y una hora trabajaba una sola segadora. Durante el segundo y el tercer dias
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la hierba se segd 4 veces mas que en el primero. ;Cuéntas horas trabajo la segadora si por
una hora ésta segaba 5 veces mas hierba que la que daba la siega a mano? Se sobreentiende
que la segadora no trabajaba, mientras se realizaba la siega a mano y no habia pausas en el
trabajo.

Resp: 12 horas.

Una fabrica tiene que mandar a su cliente 1100 piezas. Para el envio las piezas se embalan
en cajones. Los cajones de que se disponen son de tres tipos. En el cajon del primer tipo
caben 70 piezas, en el de segundo tipo, 40 piezas, y en el de tercer tipo, 25 piezas. El costo de
envio de un cajon de primer tipo es de 20 dolares, el costo de env;io de un cajon de segundo
tipo es de 10 dolares, el envio de un cajon de tercer tipo es de 7 dolares. ;Cuales cajones
debe utilizar la fabrica para que el costo de envio sea el minimo? Los cajones deben estar
completos.

Resp: 4 cajones del tercer tipo y 25 cajones del segundo tipo.

Un estudiante encola de nuevo todos sus sellos en otro album. Si pega 20 sellos en cada
hoja, entonces no le alcanzara el album; si pega 23 sellos, le sobrara, por lo menos, una hoja
vacia. Y si al estudiante se le regala igual 4lbum con 21 sellos, en cada hoja el estudiante
tendra 500 sellos. ;Cuantas hojas tiene el album?

Resp: 12 hojas.

3
Dos tubos funcionando simultaneamente durante una hora llenan de agua 1 de un deposito.
1
Si al principio el primer tubo llena 1 del depésito y luego el segundo, estando desconectado

3
el primero, complete el volumen de agua hasta los 1 del deposito, se necesitaran para esto 2,5

horas. Si se pone en funcionamiento el primer tubo durante una hora, y el segundo, media
hora, el deposito se llenara méas alla de la mitad. ;En qué tiempo cada uno de los tubos
llenaré el deposito?

Resp: El primer tubo llenara el deposito en 2 horas, el segundo, en 4 horas.

Los puntoa A y B se encuentran en un rio de modo que la balsa que va desde A hacia
B a la velocidad de la corriente del rio, recorre el trayecto AB en 24 horas. La lancha a
motor recorre todo el trayecto AB, en ida y regreso, en no menos de 10 horas. Si la velocidad
propia de la lancha (es decir, la velocidad en agua muerta) aumentara en un 40 %, entonces
el trayecto (es decir, el espacio AB) seria recorrido por ésta en no mas de 7 horas. Hallar el
tiempo durante el cual la lancha a motor pasa el trayecto AB en caso de que su velocidad
propia no aumente.

Resp: 4 horas.

Desde el punto A hacia el punto B, a las 8 a.m. sale un tren rapido. En ese mismo instante,
desde el punto B hacia el punto A salen dos trenes, uno de pasajeros y otro expreso; la ve-
locidad del tren de pasajeros es dos veces menor que la del expreso. El tren rapido encuentra
al tren expreso no antes de las 10:30 a.m., y llega al punto B a las 13:50 p.m. del mismo
dia. Hallar la hora de llegada del tren de pasajeros al punto A si se sabe que pasa no menos
de una hora entre los encuentros del tren rapido con el expreso y del tren rapido con el de
pasajeros.
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Resp: 16 horas 45 minutos.

A las 9 a.m., desde el punto A parte un ciclista que se dirige al punto B. Dos horas después
de la salida del ciclista, desde A hacia B parte un automovilista que alcanza al ciclista a no
més tardar las 12 del dia. Siguiendo la marcha, el automovilista llega al punto B y vuelve
al instante desde B hacia A. En este camino el automovilista encuentra al ciclista y llega al
punto A a las 5 p.m. de ese mismo dia. Hallar el tiempo de llegada del ciclista al punto B
si se sabe que entre los dos encuentros del automovilista y del ciclista transcurrieron no méas
de 3 horas.

Resp: 18 horas.

Del punto A, corriente arriba, partié una canoa y del punto B, situado mas arriba que el
punto A por la corriente, salio, simultdneamente, una balsa. Pasadas x horas ellas se encon-
traron y, méas adelante, se desplazaron sin paradas. Al llegar a B, la canoa, sin detenerse, dio
la vuelta y alcanzé la balsa en el punto A. ;Cuénto tiempo navegaron la balsa y la canoa
hasta encontrarse en el punto A, si sabemos que la velocidad propia de la canoa es constante?
Resp: (14 v/2) horas.

La distancia entre dos ciudades es cubierta por un tren rapido 4 horas antes que un tren
de mercancias y 1 hora antes que uno ordinario. Sabemos que la velocidad del de mercancias

5
constituye — de la del ordinario y es 50 km /h menor que la del rapido. Hallar las velocidades

de los trenes de mercancias y del rapido.
Resp: 50 km/h y 100 km/h.

De dos puntos, entre los que hay una distancia igual a 2400 kilometros, salieron, simultéanea-
mente, al encuentro un tren ordinario y un rapido. Cada uno de ellos se desplaza a velocidad
constante y, en cierto momento de tiempo, ellos se encuentran. Si ambos se movieran a la
velocidad del rapido, su encuentro hubiera acontecido 3 horas antes que el momento real del
encuentro. Si ambos trenes marcharan a la velocidad del ordinario su encuentro se hubiera
producido 5 horas después del momento real del encuentro. Hallar las velocidades de los
trenes.

Resp: 60 km/h y 100 km/h.

Por una circunferencia de 360 metros de largura, se mueven dos puntos, con la particulari-
dad de que el primero recorre la circunferencia 4 segundos mas rapido. Hallar la velocidad de
cada punto si sabemos que el primer punto pasa por 1 segundo 4 metros mas que el segundo.
Resp: 40 m/sy 36 m/s.

Dos puntos en movimiento por una circunferencia en una misma direccién, se encuentran
después de cada 20 segundos y estando en movimiento en direcciones opuestas, cada 4 se-
gundos. Hallar la velocidad de cada punto, si se sabe que la longitud de la circunferencia es
igual a 100 metros.

Resp: 15 m/s, 10 m/s.
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Dos puntos que se mueven por una circunferencia en la misma direccién se encuentranm
cada 56 minutos y estando en movimiento en direcciones opuestas, cada 8 minutos. Hallar la
velocidad de cada punto y la longitud de la circunferencia, si sabemos que durante 1 segundo

1
el primer punto cubre una distancia 2 metros mayor que el segundo.

Resp: 20 m/min, 15 m/min, 280 metros.

Dos puntos en movimiento por una circunferencia en una misma direccion se encuentran
cada 12 minutos, con la particularidad de que el primero da la vuelta a la circunferencia 10
segundos mas rapido que el segundo. ;Qué parte de la circunferencia cubre en 1 segundo

cada uno de los puntos?
1 1

Resp: —, —.
P* %07 90
Una motonave parti6é del punto A al By, después de 7,5 horas, tras ella del punto A sali6
una lancha. En la mitad del recorrido de A a B la lancha alcanzé a la motonave. Cuando la
primera llegd a B, a la segunda le quedaban navegar 1% de todo el recorrido. ;Cuanto tiempo
es necesario para que la motonave pase la distancia de A a B?

Resp: 25 horas.

Del punto A al B sali6é un tren ordinario. Tras él, 3 horas después, partié de A un réapido.
Este alcanzo al ordinario en la mitad del recorrido de A a B. En el momento de la llegada

. N . 15 . . -
del rapido a B el ordinario cubri6 — de todo el recorrido. ;Cuanto tiempo necesitara el tren

ordinario para cubrir la distancia de A a B?
Resp: 16 horas.

3
Del punto A al B sali6 un peatén. después de 1 horas, tras el parti6 un ciclista. Cuando

3
éste llegd a B al peaton le quedaban por pasar — de todo el camino. ;Cuanto tiempo necesito

el peaton para cubrir todo el recorrido, si sabemos que el ciclista alcanzé al peatéon en la
mitad de la distancia de A a B?
Resp: 2 horas.

Del punto A al B, entre los que la distancia es igual a 70 kilometros, salio un ciclista, y,
cierto tiempo después, un motociclista, cuya velocidad era 50 km/h. Esta alcanzo al ciclista
a 20 kilometros del punto A. tras haber llegado a B, 48 minutos después, el motociclista salio
en direccion contraria hacia A y se encontro con el ciclista pasadas 2 horas 40 minutos luego
de salir éste de A. Hallar la velocidad del ciclista.

Resp: 25 km/h.

Del desembarcadero A, corriente del rio abajo, salieron, simultaneamente, una lancha y
una balsa. La primera, después de llegar al muelle B, situado a 324 kilémetros de A, pasadas
18 horas de escala en él, partié de nuevo en direccidon de A. En el momento cuando se encon-
traba a 180 kilometros del muelle A, la segunda lancha que sali6 de A 40 horas mas tarde
de la primera, alcanzé a la balsa que, hasta entonces, habia cubierto una distancia de 144
kilometros. Hallar las velocidades de ambas lanchas, si se sabe que son iguales y se conoce la
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velocidad de la corriente del rio.
Resp: La velocidad de los barcos es igual a 15 km/h, la velocidad de la corriente es igual
a 3 km/h.

En el rio desemboca un afluente. Una lancha parte del muelle A, situado en el afluente,
va corriente abajo 60 kilémetros hasta el rio, a continuaciéon rio abajo 65 kilémetros hasta
el desembarcadero B. Mas adelante, por ese mismo itinerario, la lancha retorna, necesitando
para el recorrido inverso 10 horas. Hallar la velocidad propia de la lancha si sabemos que
para el recorrido por el rio desde A, la lancha gasta 3 horas 45 minutos y la velocidad de la
corriente del rio es 1 km/h menor que la de la corriente del afluente.

Resp: 14 km/h.

Dos nadadores partieron, uno tras otro, en una piscina de 50 metros para la distancia de
100 metros. El segundo nadador, cuya velocidad es igual a 1,5 mt/seg, alcanzo al primero
en la marca 21 metros, después, al llegar a la pared opuesta de la piscina, dio la vuelta y

se encontré con el primer nadador después de — segundos de darla. Hallar el intervalo de

tiempo entre los momentos de partida de los nadadores.
Resp: 1 segundo.

Del punto A, en una misma direccién, salieron dos esquiadores, con la particularidad de
que el segundo partié 6 minutos después que el primero y que alcanzé a éste a 2 kilémetros de
la linea de salida. Al llegar a la marca de 5 kilometros el segundo esquiador dio la vuelta y se
encontrd con el primero a 4 kilometros de la linea de salida. Hallar la velocidad del segundo
esquiador.

Resp: 10 km/h.

Dos ciclistas partieron, uno tras otro, con un intervalo de 2 minutos. el segundo alcanzo al
primero a la distancia de 1 kilémetros de la linea de salida. Si después de recorrer 5 kilometros
desde la linea de salida, él hubiera dado la vuelta hacia atras, se encontraria con el primer
ciclista 20 minutos después de la partida de éste. Hallar la velocidad del segundo ciclista.
Resp: 20 km/h.

De A a B, simultaneamente, salen un ciclista y un peaton. La velocidad del ciclista es dos
veces mayor que la del peatéon. Al mismo tiempo, a su encuentro, de B a A sale el segundo
peatén. El tiempo entre los encuentros de éste con el ciclista y el primer peatén constituye

2
5 de la fraccion del tiempo necesario para su recorrido de B a A. jCual de los peatones

. . . . 1
y cuantas veces iba mas rapido, si hasta encontrarse los dos cubrieron mas de 1 de toda la

distancia de A a B?
Resp: La velocidad del primer peatén es 2 veces mayor que la del segundo.

Del punto A al B sali6 una motonave. a las 8 horas ella alcanz6 a una lancha, que iba por
ese mismo recorrido, cuya velocidad era igual a 3 km/h. Al retornar de A a B, en el que tuvo
una parada de 10 minutos, la motonave se encontré con esa misma lancha a las 8 horas 20
minutos. Al punto A la motonave llega cuando la lancha alcanza el punto B. Determine el
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tiempo de llegada de la lancha al punto B, si sabemos que a las 8 horas 10 minutos ella se
encontraba a 1,5 kilometros del punto A.
Resp: En 8 horas 30 minutos.

Si un pasajero sale en tren del punto A, al punto B llegara después de 20 horas. Si él vuela
en avion, que debe esperar mas de dos horas, llegara a B pasadas 10 horas luego de partir el

tren. ;Cuéntas veces es mayor la velocidad del avion que la del tren, si sabemos que tras 9

horas de comenzar el vuelo el avidon se encontrara a la misma distancia del punto A que el
tren?
Resp: 10 veces més.

Del punto A al B salen, simultdneamente, un peatéon y un ciclista. Llegado a B el ciclista
da la vuelta y, tras 1 hora de haber comenzado el movimiento, se encuentra con el peatén.
Después del encuentro el peatén contintia su camino hacia B y el ciclista da la vuelta y
también se dirige a B. Habiendo alcanzado B, el ciclista de nuevo retorna y, una vez mas, se
encuentra con el peatéon pasados 40 minutos del primer encuentro. Determine cuanto tiempo
necesitara el peatéon para cubrir la distancia de A a B.

Resp: En 3 horas.

Del punto A salieron tres ciclistas. El primero partio 1 hora antes que los otros dos que
comenzaron el movimiento simultdneamente. Pasado cierto tiempo, el tercer ciclista alcanzo
al primero, mientras que el segundo igualé al primero 2 horas después que el tercero. De-
termine la razon entre las velocidades de los ciclistas primero y tercero, si la razén entre las
velocidades de los ciclistas segundo y tercero es igual a 2 : 3.

1
Resp: 3

La distancia entre los puntos A y B es igual a 105 kilémetros. De A a B sali6 un autobiis a
una velocidad de v km/h. Después de 30 minutos, tras él, salio un automovil, cuya velocidad
era igual a 40 km/h. Tras de haber alcanzado al autobis, el automévil da la vuelta y, a la
misma velocidad, retorna hacia A. ;Con qué valores de la velocidad v el autobus llegara a B
antes que el automovil llegue a A?

Resp: 30 < v < 40.

Simultdneamente, de los puntos A y B salen dos correos al encuentro uno de otro. Pasado
cierto tiempo ellos se encuentran. Si el primer correo hubiese salido 1 hora antes y el segundo,
0,5 hora més tarde, ellos se habrian encontrado 43 minutos antesw. Si el primero saliera 0,5
hora después y el segundo, 1 hora antes, el lugar del encuentro se trasladaria a 5600 metros.
;Cudl es la velocidad de cada correo?

Resp: 8 km/hy 7 km/h.

Entre los puntos A y B se encuentra C, con la particularidad de que AC = 17 kilémetros,
BC = 3 kilometros. De A a B partié un automovil que, al recorrer menos de dos kilometros,
se paro. Cierto tiempo después él siguié su camino hacia B y, en este momento de tiempo,
de C' a B partieron un peaton y un ciclista, cada uno de los que al alcanzar B, de inmediato,
comenzaron el camino inverso. ;Con cudl de ellos se igualara antes el automovil, si sabemos
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que la velocidad de éste es 4 veces mayor que la del ciclista y 8 veces mayor que la del peatén?
Resp: Con el ciclista.

Del punto A al punto B sali6 un peatén. Simultaneamente, de B a A, a su encuentro,
partié un motociclista. Al encontrarse con el peatén, el motociclista lo subié en su moto, lo
llevo a B, alli lo dejo y, de nuevo, partié hacia A. Como consecuencia, el peatéon alcanzd B 4
veces mas rapido de lo que planed. ; Cuantas veces més rapido hubiera llegado el motociclista
al punto A, si no hubiera tenido que retornar?

Resp: 2,75.

Del punto A al B se ha traido una mercancia. De A la llevaron primero en un furgén y, a
continuacién, en un camién. La distancia del lugar del trabordo hasta el punto B es 3 veces
menor que desde el punto de trasbordo al punto A. Para llevar la mercancia de A a B ha
sido necesaria una cantidad de tiempo igual al tiempo requerido para ir de A a B a una
velocidad de 64 km/h. ;A qué velocidad se desplazaba el camion, si sabemos que la velocidad
del furgon era no mas de 75 km/h, asi como que si éste y el camiéon hubiesen salido de los
puntos A y B al encuentro uno de otro, ellos se habrian encontrado después del intervalo de
tiempo necesario para recorrer la distancia de A a B a una velocidad de 120 km/h?

Resp: 48 km/h.

Dos ciclistas salieron, simultaneamente, al encuentro de los puntos A y B y, pasadas 2,4
horas, se encontraron. Si el primer ciclista aumentara la velocidad el 50 % y el segundo, el

2
20 %, para vencer la distancia de A a B al primero le hubiera hecho falta = horas méas que

al segundo ciclista. ;Cuanto tiempo necesitara cada ciclista para cubrir la distancia entre A
y B?
Resp: En 6 horas y en 4 horas.

Del punto A al B partié un motociclista. Pasadas 2 horas sali¢ tras él un automovil que
lleg6 al punto B al mismo tiempo que el motociclista. Si el automoévil y el motociclista hu-
biesen salido simultaneamente de A y B al encuentro uno de otro, se habrian encontrado
tras pasada 1 hora 20 minutos después de la partida. ;Cuanto tiempo necesita el motociclista
para vencer la distancia de A a B?

Resp: En 4 horas.

Del punto A al B sali6 un ciclista. Al mismo tiempo, de B a A salié6 un motociclista y se
encontré con el ciclista 45 minutos después de su salida. ;Cuanto tiempo necesita el ciclista
para cubrir la distancia entre A y B, si sabemos que el motociclista vence ese mismo recorrido
invirtiendo 2 horas menos? Para recorrer la distancia de A a B una lancha invierte 3 horas
y para la vuelta, 4 horas. ;Cuénto tiempo navegara una balsa de A a B?

Resp: En 3 horas.

Para recorrer la distancia de A a B una motonave invierte 3 horas y para la vuelta, 4
horas. ;Cuénto tiempo navegara una balsa de A a B?
Resp: 21 horas.
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Un electricista bajé por la escalera mecénica en movimiento, empleando para ello 30 se-
gundos. La segunda vez él bajo por la escalera mecanica parada invirtiendo 45 segundos.
;Cuanto tiempo gastaria al bajar si estuviera parado en el peldano de la escalera en marcha?
Resp: En 90 segundos.

Del punto A al B sali6 un autobus. Al llegar a B él continda el desplazamiento en la
misma direccion. En el momento cuando al autobus alcanzo6 el punto B, del punto A, en esa
misma direccién, partié un automoévil. Para cubrir la distancia desde A hasta B el automoévil
invierte 3 horas 20 minutos menos que el autobis en el mismo recorrido. ; Cuantas horas son
necesarias para que venzan ese recorrido el automovil y el autobus, si sabemos que la suma
de sus velocidades es 1,5 veces mayor que el tiempo necesario para que el automovil alcance
al autobus?

10
Resp: 3 horas y 3 horas.

Simultaneamente, de dos puntos A y B salen, al encuentro uno de otro, un ciclista y un
autobus. Para el recorrido de A a B el ciclista invierte 2 horas 40 minutos méas que el autobtus

para recorrer la distancia de B a A, mientras que la suma de dichas horas es — veces mayor

que el tiempo pasado desde el comienzo del desplazamiento del ciclista y el autobis hasta el
momento de su encuentro. ;Cuénto tiempo invierte el ciclista para ir de A a B y el autobus
para vencer la distancia entre B y A7

4
Resp: 4 horasy 3 horas.

2
Del punto A al B se ha llevado el correo. Primero lo llevo un motociclista que, cubriendo —

de la distancia entre dichos puntos, entreg6 el correo a un ciclista que le esperaba. El correo
fue trasladado de A a B durante el intervalo de tiempo necesario para ir de A a B a una
velocidad de 40 km/h. Sabemos que si el motociclista y el ciclista hubiesen salido de A a B
simultaneamente al encuentro, ellos se hubieran encontrado después del lapso necesario para
cubrir la distancia de A a B a la velocidad de 100 km/h. Hallar la velocidad del motociclista
suponiendo que ella es mayor que la del ciclista.

Resp: 80 km/h.

En una mina de carbén trabajaban primero dos secciones y después de lo cual el rendimien-
to de la mina aumenté 1,5 veces. ;Cuantos por ciento del rendimiento de la segunda seccién
constituye el de la primera si durante 4 meses las secciones primera y tercera extraen, con-
juntamente, tanto carbon como arranca la segunda seccion en el transcurso de un ano?
Resp: El 60%.

Dos brigadas comenzaron el trabajo a las 8 horas. Después de hacer en conjunto 72 piezas,
ellas comenzaron a trabajar por separado. A las 15 horas quedé claro que al trabajar por
separado la primera brigada produjo 8 piezas més que la segunda. Al dia siguiente la primera
brigada producia cada 1 hora una pieza més y la segunda durante 1 hora una pieza menos
que el primer dia. Las brigadas comenzaron a trabajar a las 8 horas en conjunto y, habiendo
hecho 72 piezas, de nuevo pasaron al trabajo por separado. En el transcurso de esta forma
de trabajo, ya hacia las 13 horas, la primera brigada produjo 8 piezas mas que la segunda.
; Cuantas piezas por hora producia cada brigada?
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Resp: Primera brigada 13 piezas, segunda brigada 11 piezas.

Una piscina se llena de agua por el primer tubo 5 horas antes que por el segundo y 30 horas
antes que por el tercero. Es conocido que la capacidad de paso del tercer tubo es 2,5 veces
menor que la del primer tubo y 24 m®/h menor que la del segundo tubo. Hallar la capacidad
de paso de los tubos primero y tercero.

Resp: 60 m? por hora y 24 m?® por hora.

Tres obreros deben hacer 80 piezas iguales. Se sabe que, en conjunto, los tres producen
por hora 20 piezas. El primer obrero fue el primero que empezd a trabajar. El hizo 20 piezas
invirtiendo para hacerlas més de 3 horas. La restante parte de piezas fue hecha por el segun-
do y tercero obreros. Para acabar todo el trabajo emplearon 8 horas. ;Cuanto tiempo seria
necesario al primer obrero para producir las 80 piezas?

Resp: 16 horas.

Un petrolero se llena de petroleo trabajando dos tubos, con la particularidad de que cada
uno de ellos rellen6 mas de i de su volumen. Si la cantidad de petréleo alimentado por hora
por el primer tubo hubiese sido 1,5 veces mayor y la cantidad de petréleo alimentado por
hora por el segundo tubo hubiera sido 4 veces menor, el tiempo necesario para rellenar el

1
petrolero aumentaria — parte del tiempo que es necesario para llenar el petrolero por sélo el

primer tubo. ;Por qué tubo se alimenta mayor cantidad de petréleo y cuantas veces mas?
Resp: Por el segundo tubo 2 veces mas.

Por tres tubos se alimenta petréleo a un deposito y de él se evacua por el cuarto. El primer
dia los tubos tercero y cuarto trabajaron 6 horas cada uno, el segundo, 5 horas, el primero
2 horas. Como resultado el nivel del petroleo se elevdo 4 metros. El segundo dia los tubos
primero y segundo funcionaron 3 horas cada uno, el tercero, 9 horas, el cuarto, 4 horas.
Debido a esto, el nivel del petréleo se elevé 6 metros més. El tercer dia los tubos segundo y
cuarto funcionaron 6 horas. ;Subié o bajo el nivel de petroleo el tercer dia?

Resp: El nivel del petréleo subio6.

Dos obreros realizaron juntos cierto trabajo en el transcurso de 12 horas. Si al principio el
primer obrero hubiera hecho la mitasd del indicado trabajo y, a continuacion, el segundo la
parte restante, todo el trabajo hubiese sido efectuado durante 25 horas. ;En el transcurso de
qué tiempo podria realizar este trabajo cada uno de los obreros por separado?

Resp: En 20 horas y en 30 horas.

Dos obreros realizan cierto trabajo. Pasados 45 minutos de trabajo conjunto, el primer
obrero fue enviado a realizar otro trabajo y el segundo obrero acabd la parte restante del
trabajo en el transcurso de 2 horas 15 minutos. ; Cuénto tiempo necesitaria cada uno de los
obreros por separado para realizar todo el trabajo, si sabemos que el segundo necesitaria
para ello 1 hora mas que el primero?

Resp: En 3 horas y en 4 horas.



131.

132.

133.

134.

135.

136.

Dos torneros debian producir un determinado nimero de piezas. Después de trabajar en
conjunto tres horas, continu6 trabajando soélo el segundo tornero que trabajé 4 horas mas.
Después de esto, la tarea fue sobrecumplida el 12,5 %. ; Cuanto tiempo seria necesario a cada
tornero por separado para cumplir la tarea, si sabemos que el segundo necesitaria 4 horas
menos que el primero?

Resp: En 12 horas y en 8 horas.

Una piscina puede llenarse de agua con dos grifos. Si el primero se abre 10 minutos y el
segundo, 20 minutos, la piscina se llenara. Si el primer grifo se abre 5 minutos y el segundo, 15

minutos, se llenard — de la piscina. ;En el transcurso de qué tiempo cada grifo por separado
puede llenar toda la piscina?

5 5
Resp: En 5 horas y en 18 horas.

Dos brigadas trabajaron juntas 15 dias, después de lo cual a ellas se unio la tercera brigada
y pasados 5 dias después de esto todo el trabajo fue acabado. Sabemos que la segunda briga-
da produce al dia el 20 % mas que la primera. Las brigadas segunda y tercera en conjunto

podrian realizar todo el trabajo en 10 del tiempo necesario para que todo el trabajo sea re-

alizado por las brigadas primera y tercera al trabajar juntas. ;Si las tres brigadas trabajaran
juntas cuénto tiempo necesitarian para ejecutar todo el trabajo?
Resp: En 16 dias.

Para descargar una barcaza se han destinado dos brigadas de cargadores. Si al tiempo du-
rante el cual puede descargar la barcaza la primera brigada anadimos el tiempo que necesita
la segunda brigada para hacer ese trabajo, resultan 12 horas. ;En el transcurso de cuantas
horas cada brigada puede descargar la barcaza. Si la diferencia entre esas horas constituye
el 45% de todo el tiempo necesario para descargar la barcaza trabajando juntas las dos
brigadas?

1
Resp: En 3 horas y en 36 horas.

Para excavar una zanja se destinan dos excavadoras de diferente tipo. El tiempo necesario
para que la primera excavadora cave la zanja es 3 horas menor que el que precisa la segunda
para realizar ese mismo trabajo. ; Cuéntas horas necesitara cada excavadora para excavar la

zanja, si la suma de dichas horas es 35 veces mayor que el tiempo necesario para hacer la

zanja trabajando juntas?
Resp: 7,5 horas y 10,5 horas.

Un barco cargero se carga con gruas. Primero, durante dos horas, trabajaron 4 gruas de
igual potencia, a continuacién, a ellas se unieron dos griias mas, pero de menor potencia;
pasadas 3 horas después de esto la carga finaliz6. Si todas las grias hubieran comenzado a
trabajar simultaneamente, la carga hibiese acabado en el transcurso de 4,5 horas. ;Cuanto
tiempo necesitan para realizar la carga 1 grua de elevada potencia y 1 gria de menor potencia
al trabajar juntas?

Resp: En 14,4 horas.
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A un foso se alimenta agua uniformemente. 10 bombas iguales, funcionando simultanea-
mente, pueden desaguar el agua del foso lleno en el transcurso de 12 horas, en tanto que 15
bombas de ese mismo tipo, en 6 horas. ; Cuénto tiempo es necesario para vaciar el agua del
foso lleno empleando 25 bombas como las indicadas al trabajar ellas conjuntamente?

Resp: En 3 horas.

Dos fabricas, trabajando juntas, deben transformar cierta cantidad de materia prima. Si el
rendimiento de la segunda fabrica aumentara el doble el tiempo necesario para que las fabri-

cas realizaran el trabajo disminuiria en T del tiempo que se requeriria para que la primera
fabrica cumpliera toda la tarea. jEn qué fabrica el rendimiento es mas alto y cuantas veces,

1
si sabemos que cada una de las fabricas transformo6 no menos de - de todo el volumen de la
materia prima?
Resp: El rendimiento de la segunda fabrica es 2 veces mayor.

Dos brigadas, trabajando juntas, cavaron una zanja en 2 dias. Después de esto, ellas comen-
zaron a cavar otra zanja de la misma profundidad y anchura, pero de una longitud 5 veces
mayor. Con esto, comenzo6 a trabajar una brigada y, a continuacion, fue sustituida por la se-
gunda que realiz6é una vez y media menos trabajo que la primera brigada. La segunda zanja
fue acabada en 21 dias. jEn el transcurso de cuantos dias hubiera podido cavar la segunda
brigada la primera zanja, si sabemos que el volumen de trabajo realizado por la primera
brigada por 1 dia es mayor que el ejecutado por 1 dia por la segunda brigada?

Resp: En 6 dias.

Un recipiente se llena de agua por 5 tubos. Con el primer tubo el recipiente se llena de agua
en 40 minutos, con el segundo, tercero y cuarto tubos, funcionando al mismo tiempo, en 10
minutos, con el segundo, tercero y quinto tubos, trabajando conjuntamente, en 20 minutos
y, por fin, con el quinto y cuarto, en 30 minutos. ;Cuanto tiempo es necesario para llenar el
recipiente si los 5 tubos trabajan juntos?

60
Resp: En - minutos.

Tres lineas automaéticas producen iguales articulos, pero tienen diferente rendimiento. El
rendimiento de las tres lineas, al funcionar simultaneamente, es 1,5 veces mayor que el de
la primera y segunda lineas al trabajar juntas. La tarea de turno para la primera linea, la
segunda y la tercera lineas, trabajando conjuntamente, pueden cumplirla 4 horas 48 minutos
antes que la primera linea; esa misma tarea se cumple por la segunda linea 2 horas més rapido
que por la primera. Hallar el tiempo necesario para que la primera linea cumpla la tarea de
turno.

Resp: 8 horas.

Dos tractores aran una parcela dividida en dos partes iguales. Ambos tractores comenzaron

a trabajar en su correspondiente parte al mismo tiempo. Pasadas 5 horas después del mo-

mento cuando ellos, en conjunto, habian arado la mitad de toda la parcela, se aclaré que al
2

primer tractor le queda por arar To de su parte y al segundo, 5 de la suya. ;Cuanto tiempo

necesitara el segundo tractor para arar el campo?
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Resp: 50 horas.

Tres excavadoras estdn ocupadas en la excavacién de un foso. La diferencia entre los
rendimientos de la primera y tercera excavadoras es 3 veces mayor que la diferencia en-

4
tre los rendimientos de la tercera y segunda excavadora. La primera excavadora realiza 3 de
todo el trabajo, empleando para ello cierto tiempo. Igual intervalo de tiempo sera necesario

si, primero, la segunda excavadora realiza I de toda la tarea y, a continuaciéon, la tercera

9 . o .
excavadora — del trabajo restante. ;Cuantas veces es mayor el rendimiento de la primera

excavadora que el de la segunda?
Resp: 3 veces.

Un mismo trabajo puede ser realizado por tresw brigadas. En el transcurso de cierto tiem-

po, la primera brigada realiza 3 de todo el trabajo. Ese mismo tiempo sera preciso si, primero,

1 9
la tercera brigada hace - de toda la tarea y, a continuacion, la segunda brigada efectua 10

del trabajo restante. El rendimiento de la tercera brigada es igual a la semisuma de los
rendimientos de las brigadas primera y segunda. ;Cuantas veces es mayor el rendimiento de
la segunda brigada que el de la tercera?

Resp: 5 veces.

Trabajando juntas, dos brigadas de estuquistas estucaron en 6 dias una casa de vivienda.
En otra ocasion ellas estucaron un club y realizaron un volumen de trabajo tres veces mayor
que al trabajar en la vivienda. En el club primero trabajo la primera brigada y, después,
fue sustituida por la segunda que acabo el trabajo, con la particularidad de que la primera
brigada realiz6 un trabajo dos veces mayor que la segunda. El club fue estucado por ella en
35 dias. jEn cuantos dias podria haber estucado la primera brigada la casa de vivienda, si
sabemos que la segunda brigada hubiera invertido para ello mas de 14 dias?

Resp: en 10 dias.

Una compra consta de tres objetos: A, B, C. Si A fuera 5, B, 2y C, 2,5 veces mas barato,
la compra costaria 8 dolares. si el objeto A fuera 2, B, 4 y C, 3 veces mas barato, el precio
de la compra seria 12 dolares. ;Cuénto cuesta toda la compra y qué es més caro, A o B?
Resp: A es 28 dolares mas caro.

Al mezclar una disolucién al 40 % de acido con una disolucién al 10% de acido, se ob-
tuvieron 800 gramos de una disolucion al 20 %. ;Cuantos gramos de cada disolucion fueron
tomados con este objeto?

Resp: 300 gramos y 500 gramos.

Tenemos 735 gramos de una disolucion al 21,25 % de yodo en alcohol. Hay que obtener
una disolucién de yodo al 10 %. {Cuéantos gramos de alcohol hay que anadir a la disolucién
que teniamos?

Resp: 441 gramos.
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Hay acero de dos marcas, una de las cuales contiene el 5% de niquel y la otra, el 10 %.
;Cuantas toneladas de cada una de estas marcas de acero hay que tomar para producir una
aleacion que contenga el 8 % de niquel, si en el segundo trozo hay 4 toneladas méas de niquel
que en el primero?

Resp: 40 toneladas y 60 toneladas.

En 500 kg de mineral hay cierta cantidad de hierro. después de extraer de la mena 200
kilogramos de impurezas, que contenian, por término medio, el 12,5 % de hierro, el porcentaje
de hieroo en el resto de la mena aumento6 el 20 %. ;Cuanto hierro quedo en la mena?

Resp: 1875 kilogramos.

Una mena contiene el 40 % de impurezas, mientras que el metal fundido de ella, el 4% de
ellas. ;Qué cantidad de metal se ontendré de 24 toneladas de metal?
Resp: 15 toneladas.

De 40 toneladas de mena se funden 20 toneladas de metal con un contenido del 6 % de
impurezas. ;Cuél es el porcentaje de impurezas en la mena?
Resp: El53%.

De 38 toneladas de materia prima de segunda calidad, que contiene el 25 % de impurezas,
después de la transformacion se producen 30 toneladas de materia prima de primera calidad.
;Cudl es el porcentaje de impurezas en la materia prima de primera calidad?

Resp: El5%.

Los hongos frescos contienen el 90 % de agua, los secos, el 12 %. ;Cuantos hongos secos se
obtienen de 88 kilogramos de hongos frescos?
Resp: 10 kilogramos.

Las abejas que transforman el néctar de las flores en miel, lo liberan en una considerable
parte de agua. ?Cuantos kilogramos de néctar han de transformar las abejas para obtener 1
kilogramo de miel, si sabemos que el néctar contiene un 70 % de agua y la miel que de él se
obtiene, el 17 %?

Resp: Aproximadamente 2,77 kilogramos.

Dos aleaciones contienen dos metales. La primera aleacién contiene los metales en una
razéon de 1 : 2, la segunda, de 3:2. ;En qué razén hay que tomar partes de estas aleaciones,
para obtener una nueva aleacién con una razén de los metales de 8 : 77
Resp: 1:3.

Hay dos disoluciones de un acido de diferente concentraciéon. El volumen de una de las
disoluciones es de 4 litros, el de la otra, 6 litros. Si éstas se juntan, entonces obtenemos una
disolucion del 4cido al 35%. Sin embargo, si se juntan iguales volimenes de dichas disolu-
ciones, obtenemos una disoluciéon del acido al 36 %. {Cuantos litros de acido contiene cada
una de las disoluciones iniciales?
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Resp: 1,64 litros y 1,86 litros.

40 kilogramos de una disolucién de sal se echaron en dos recipientes de forma que en el
segundo recipiente resulté haber 2 kilogramos més de sal pura que en el primero. Si anadimos
al segundo recipiente 1 kilogramo de sal, la cantidad de ésta en él serd dos veces mayor que
en el primer recipente. Hallar la masa de la disolucién contenida en el primer recipiente.
Resp: 15 kilogramos.

Tenemos tres lingotes. La masa del primero es de 5 kilogramos, la del segundo, de 3 kilo-
gramos y cada uno de ellos contiene el 30 % de cobre. Si el primer lingote se funde junto
con el tercero, obtenemos un lingote que contiene el 56 % de cobre, mientras que al fundir
conjuntamente los lingotes segundo y tercero, se obtiene un lingote que contiene el 60 %.
Hallar la masa del tercer lingote y el porcentaje de cobre en él.

Resp: 10 kilogramos, el 69 %.

Hay dos lingotes de oro con plata. El porcentaje de oro en el primer lingote es 2,5 veces
mayor que en el segundo. Si fundimos juntos ambos lingotes, se obtiene un lingote en el que
habra el 40 % de oro. {Cuantas veces la masa del primer lingote es mayor que la del segundo,
si se conoce que al fundir partes de igual masa de los lingotes primero y segundo se obtiene
un lingote que contiene el 35 % de oro?

Resp: 2 veces.

Una aleaciéon de cobre y plata contiene 2 kilogramos de cobre mas que de plata. Si anadi-
mos a la aleacién 6 de la cantidad de plata que ella contiene, el porcentaje de plata en la

nueva aleacion sera igual al porcentaje de cobre en la aleacion inicial. Hallar la masa de ésta.
Resp: 18 kilogramos.

Hay que tomar varios litros de un liquido a la temperatura a°® y otra cantidad de ese mismo
liquido, pero a la temperatura b°, para obtener la temperatura c® de la mezcla. No obstante,
del segundo liquido se tomé tanto como se suponia tomar del primero y viceversa. ;Qué
temperatura de la mezcla se obtuvo?

Resp: a+b—c.

Un recipiente de 12 litros de capacidad esta lleno de un acido. De él se vierte cierta can-
tidad de acido al segundo recipiente de la misma capacidad y éste se rellena de agua. A
continuacion, el primer recipiente se llena con la mezcla del segundo. Después de esto, del
primer recipiente se echan 4 litros al segundo, tras lo cual en ambos recipientes la cantidad
de 4cido puro (en las disoluciones) resulta ser igual. ;Cuanto acido fue vertido inicialmente
del primer recipiente al segundo?

Resp: 6 litros.

En un recipiente con agua se echaron 6 litros de una disolucion de alcohol al 64% vy, a
continuacion, tras realizar el mezclado completo, se vertieron 6 litros de la disolucién obteni-
da. Semejante operacion se efectiia 3 veces. ;Qué cantidad de agua habia inicialmente en el
recipiente, si la concentracion definitiva del alcohol se hizo igual al 37 %
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Resp: 18 litros.

Un trozo de 6 kilogramos de masa de una aleaciéon contiene cobre. El trozo de otra aleacion
de 8 kilogramos de masa contiene cobre en un porcentaje dos veces menor que en el primer
trozo. De éste se ha cortado cierta parte y del segundo trozo se corta una parte que por su
masa es dos veces mayor que la cortada del primer trozo. Cada una de estas partes se funden
con el resto del otro trozo, después de lo cual se obtuvieron dos nuevas aleaciones con igual
porcentaje de cobre. ;Cuél es la masa de cada una de las partes cortadas inicialmente de los
trozos?

Resp: 2,4 kilogramos y 4,8 kilogramos.

De un recipiente lleno de glicerina se han vertido 2 litros de ésta y a la glicerina restante
anadieron 2 litros de agua. Después del mezclado se sacaron 2 litros de la mezcla y anadieron
2 litros de agua. Por fin, se realiz6 de nuevo la agitacion de la mezcla y de ella se sacaron 2
y anadieron 2 litros de agua. Como resultado de estas operaciones el volumen de agua en el
recipiente es 3 litros mayor que el volumen de glicerina que en él queda. ;Cuantos litros de
glicerina y de agua quedaron en el recipiente a consecuencia de las operaciones realizadas?
Resp: 3,5 litros de glicerina y 0,5 litros de agua.

De dos depositos, uno esta lleno de glicerina y el segundo, de agua. Se toman dos cucharones
de tres litros. Con el primer cucharén se saca el contenido del primer depésito y, con el se-
gundo, el contenido del segundo depdsito, después de lo cuéal el primer cuchardén se vierte al
segundo depésito y el segundo cucharon, al primer deposito. A continuacion, tras realizar el
mezclado, esta operacion se realizé una vez mas y, como resultado, la glicerina pura ocupé la
mitad del primer depo6sito. Hallar los voliimenes de los depésitos, si se conoce que su volumen
sumario es 10 veces mayor que el del primer depésito.

Resp: 10 litros.

Después de fundir dos trozos de arrabio de igual masa con diferente contenido de cromo,
fue obtenida una aleacion que contenia 12 kilogramos de cromo. Si la masa del primer trozo
hubiera sido dos veces mayor, en la aleacion habria 16 kilogramos de cromo. Se sabe que el
contenido de cromo en el primer trozo era el 5% menor que en el segundo. Hallar el por-
centaje de cromo en cada uno de los trozos de arrabio.

Resp: El5% yel 10%.

Tenemos tres aleaciones. La primera contiene el 60 % de aluminio, el 15% de cobre y el
25 % de magnesio, la segunda, el 30 % de cobre y el 70 % de magnesio, la tercera, el 45% de
aluminio y el 55 % de magnesio. Es preciso producir de ellas una aleacién con un contenido
del 20 % de cobre. ;Qué porcentaje minimo y maximo de aluminio puede haber en la nueva
aleacion?

Resp: El15% y el 40%.



Capitulo 7

Desigualdades e inecuaciones

7.1. Desigualdades con una incoégnita y de primer grado

7.1.1. La recta real

Suponemos conocidos los nimeros reales, asi como su representaciéon en la recta real. Los
niumeros reales se pueden representar mediante expresiones decimales finitas o infinitas. Si la ex-
presion decimal es finita o peridédica infinita, entonces el nimero real se puede expresar como el
cociente de dos ntmeros enteros y se dice que el nimero real es racional. Reciprocamente cualquier
namero racional (cociente de dos enteros) se puede expresar mediante una expresion decimal finita
o infinita periodica. Cuando la expresion decimal tiene infinitas cifras que no se repiten de manera
periodica se dice que el nimero real es irracional.

Los niimeros reales admiten una representacién geométri-
ca en una recta. En dicha representacién cada nimero real
se representa por un solo punto de la recta y cada punto de
la recta representa un solo nimero real. En consecuencia, hablaremos indistintamente de namero o
de punto. Por convenio, los nimeros positivos se representan a la derecha del cero y los negativos
a la izquierda. Se llama recta real a una recta en la que se han representado los niimeros reales.

-l4

T T Tl TR P

“E s

7.1.2. Segmentos, desigualdades e intervalos

La representacién como puntos sobre una recta revela claramente la ordenacion de los ntimeros
reales: cuando a es menor que b (lo que se escribe a < b), entonces a aparece a la izquierda de b.

Si a < b, el conjunto de todos los nimeros que se encuentran entre a y b se llama intervalo
abierto de a a b, y se le representa por (a;b). En términos precisos, (a;b) es el conjunto de todos
los niimeros z tales que a < x < b, el cual se denomina intervalo. (La notacion a < = < b quiere
decir que ha de tenerse tanto a < z, como z < b.) A los ntimeros a y b se les llama extremos del
intervalo (a;b). Notese que el intervalo abierto (a;b) no incluye a sus puntos extremos.

Si anadimos al intervalo abierto (a; b) sus puntos extremos, obtenemos el intervalo cerrado [a; ],
es decir, el conjunto de todas las x, tales que a < x < b, el cual se denomina segmento. La notacion
a < x se lee, a menor o igual que z, y quiere decir que a < x 0 a = x.



Notese que al expresar un intervalo, un corchete o un punto, indican un extremo que esta in-
cluido, mientras que un paréntesis o la ausencia de un punto indican un extremo que esté excluido.

La definicion de intervalos puede hacerse en forma breve y concisa mediante una notacion de
conjuntos estandar. La frase: El conjunto de todos los nimeros x tales que a < = < b, se escribe
{r € R / a < x < b}. En el interior del paréntesis damos primero el simbolo x que representa a
ciertos nameros, y luego las condiciones de x que caracterizan los nimeros del conjunto.

Con esta notacion, los intervalos abiertos y cerrados pueden definirse como sigue:

Definicion 7.1 Intervalos
Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b. Se llama intervalo abierto de extremos a y b, al
conjunto de puntos comprendidos entre a y b, excluidos dichos puntos

(a;0)={z€eR/a<z<b}

Se llama intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto de puntos comprendidos entre a y b,
incluidos dichos puntos

[a;b) ={x €eR/a<x<b}

Se llama intervalo semiabierto por la izquierda de extremos a y b, al conjunto de puntos compren-
didos entre a y b, excluido el punto a

(g;b]={zeR/a<z<b}

Se llama intervalo semiabierto por la derecha de extremos a y b, al conjunto de puntos comprendidos
entre a y b, excluido el punto b

[a;0) ={x eR /a <z <b}

Definicion 7.2 Intervalos infinitos
Se llama intervalo cerrado infinito de extremo izquierdo a, al conjunto de puntos, incluido el punto
a

[a;+0) ={zeR /a<z}

Se llama intervalo cerrado infinito de extremo derecho b, al conjunto de puntos, incluido el punto
b
(—oosb)={zr R /z <b}

Se llama intervalo abierto infinito de extremo izquierdo a, al conjunto de puntos, excluido el punto
a
(a;40)={reR /a<x}

Se llama intervalo abierto infinito de extremo derecho b, al conjunto de puntos, excluido el punto b
(—oosb)={zeR /z < b}
Se llama intervalo abierto infinito, al conjunto de puntos definido en R

(—o0;00) =R

Definicion 7.3 Desigualdad
Dos nimeros o dos expresiones algebraicas, relacionadas entre si por el signo < (menor), o por el
signo > (mayor), o por el signo # (no es igual), se denomina desigualdad.
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Ejemplo 7.1  Se cumplen las siguientes expresiones:
25>3; —-3<7, 5#8.

Definicion 7.4 Desigualdades de sentido contrario
Dos desigualdades de tipo a < b, ¢ < d o a > b, ¢c > d se denominan desigualdades del mismo
sentido. Dos desigualdades de tipo a > b y ¢ < d se denominan desigualdades de sentido contrario.

Ejemplo 7.2  Desigualdades del mismo sentido: a?>+2>a y 4> —1. Desigualdades de
sentido contrario: 1<7 'y 3> -3.

A veces a los signos > o < se une también el signo de igualdad > o <. Tales desigualdades se
denominan no rigurosas.

Exponemos a continuacién las propiedades méas importantes para las desigualdades numeéricas:
1. Silos ntimeros a, by ¢ son tales, que a > by b > ¢, entonces a > c.
2. Silos ndmeros a, b, ¢, d son tales, que a > b, ¢ > d, entonces a + ¢ > b+ d.

Si los ntimeros a, b, ¢, d son tales, que a > by ¢ < d, entonces a —c > b —d.
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Sia, b, ¢, d son nimeros positivos y, ademés, a > by ¢ > d, entonces ac > bd.

5. Para cualesquiera niimeros reales a, b y ¢, las desigualdades a > by a4+ ¢ > b+ ¢ son
equivalentes, es decir, la validez de la desigualdad a > b predetermina que es valida la
desigualdad a + ¢ > b + ¢, y, viceversa, de la validez de la desigualdad a +c¢ > b+ ¢ se
desprende la validez de la desigualdad a > b, es decir, a > bsiy sélosia+c>b+c.

6. Para cualesquiera niimeros reales a y b y para todo ntimero positivo ¢, las desigualdades
a > by ac > bc son equivalentes, es decir, si ¢ > 0, entonces a > b si y so6lo si ac > be.

7.  Para cualesquiera ntmeros reales a y b y para todo nimero negativo ¢, las desigualdades
a > by ac < bc son equivalentes, es decir, si ¢ < 0, entonces a > b si y s6lo si ac < be.



7.1.3. Operaciones entre desigualdades

Definicién 7.5 Suma
Dos o varias desigualdades del mismo sentido se pueden sumar miembro a miembro; como resultado
se obtendrd una destgualdad del mismo sentido. Es decir

ar > by

a2>b2

an > by,

a1 +as+...+a, >by+bs+...4+0b,

Definicibn 7.6 Resta

Las desigualdades de sentido contrario se pueden restar miembro a miembro; como resultado ob-
tendremos una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad minuendo. Fs decir, si a > b y
¢ <d, y de la primera desigualdad restamos la sequnda, entonces a —c > b —d.

Definicion 7.7 Multiplicaciéon
Dos o varias desigualdades de igual sentido se pueden multiplicar entre si miembro a miembro si
todos sus miembros son positivos; como resultado se obtiene una desigualdad del mismo sentido.
Es decir, si a; > 0, entonces

ar < by

as < by

an < by,

a1-ag ... Ay < by -by-...-by,

Definicion 7.8 Divisién

Dos desigualdades de sentido contrario se pueden dividir miembro a miembro si todos los miembros
de la desigualdad son niumeros positivos; como resultado se obtiene una desiqualdad del mismo
sentido que la desigualdad dividiendo, es decir, la desigualdad que dividimos por la otra. Es decir,

sia>b,b>0yc<d,c>0, entonces%>g.

7.1.4. Valor absoluto

Dado un ntmero real cualquiera, a marquesele a |a| unidades del origen; a la derecha si a es
positivo, y a la izquierda si a es negativo. El simbolo |a| se emplea aqui para representar el valor
absoluto de a definido por

la|=a, a>0
|0] =0, a=0

la| = —a, a<0

Ahora bien, teniendo en cuenta que para a = 0 es valida la igualdad |a| = a, podemos escribir méas
brevemente la siguiente definicién.



Definicion 7.9  Valor absoluto
Se llama valor absoluto de un nimero real a, y se denota por el simbolo |al, a dicho nimero si es
positivo o cero, Yy a su opuesto si es negativo

a, a>0

—a, a<0
De la definiciéon se deduce que para cualquier nimero a se verifica la desigualdad a < |a|. La
interpretacion geométrica del valor absoluto estd implicita en las presentaciones que se ha dado

para marcar puntos sobre la recta, a saber: |a| es la distancia entre a y 0. En general, |a — | es la
distancia entre a y b.

El valor absoluto también se puede definir de la siguiente manera
la| = max{a, —a}
Al valor absoluto de un namero también se le llama su moédulo.

El valor absoluto de un nimero nunca es negativo. Puede sorprender que —a sea positivo, sin
embargo, esto no es nada sorprendente, ya que podemos pensar en —(—5) = +5 que también es
positivo, a pesar del signo menos inicial, ya que los dos signos menos se compensan. Igual ocurre
con —a donde el signo menos que aparece de manera explicita se compensa con el signo menos que
a tiene implicitamente, ya que hemos supuesto, en el segundo apartado, que a es negativo.

Ejemplo 7.3  Eliminar el valor absoluto en las siguientes expresiones:

a) [24+vV3-V7; b) [24+v3 V15

Solucién

Tenemos que comprobar si la expresion que hay dentro del valor absoluto da como resultado un
nimero positivo o negativo, si es positivo la dejamos igual, y si es negativo la cambiamos de signo
para convertirlo en positivo. Es decir:

a) 24+V3-V7|=2+V3-VT,
b) [24+V3-V15|=—-(2+V3—V15)=-2— 3+ V15

De la definiciéon se deducen varias propiedades del valor absoluto de un namero:
1. Para cualquier niimero real a, entonces va? = |al.
2. Para cualquier namero real a, entonces |a| > 0.

Para cualquier namero real a, entonces |a| = | — a|.
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Para cualquier ntimero real a, entonces —|a| < a < |a.

5. El valor absoluto del producto es igual al producto de los valores absolutos de los factores.
Es decir, si a y b son niimeros reales, entonces

|ab| = |al[b]

6.  El valor absoluto del cociente es igual al cociente de dividir el valor absoluto del dividendo
por el del divisor. Es decir, si a y b son nameros reales, entonces

)9‘_M
bl b



7. Sia es un ntmero real y n es un entero, entonces
n| __ n
|a"| = |al

8. Para cualquier nimero real a y cualquier ntimero positivo ¢, entonces |a| < ¢ si y sélo si
—c<a<ec.

9. Para cualesquiera nimeros reales a y b y cualquier niimero positivo ¢, entonces |a — b| < ¢
siysolosib—c<a<b+ec.

10.  Para cualquier ntiimero real a y cualquier ntumero positivo ¢, entonces |a| > ¢ si y solo si
a > cobien a < —c.

Teorema 7.1  Sea € un nimero positivo. entonces las desigualdades |a| < e y —e < a < & son
equivalentes.

Teorema 7.2  El valor absoluto de la suma algebraica de varios nimeros reales no es mayor que
la suma de los valores absolutos de los sumandos. Es decir, para cualesquiera nimeros reales a y
b, entonces

la+b] < |af + [b]

Notese que |a — b| < |a| + |b|. Efectivamente
la—b| =la+ (=b)| <la| + | — b = [a] + |b]
Teorema 7.3  El valor absoluto de la diferencia de dos nimeros no es menor que la diferencia
de los valores absolutos del minuendo y sustraendo. Es decir, para cualesquiera nimeros reales a y

b, entonces
la —b| > |a| — [0]

Notese que |a + b| > |a| — |b]. Efectivamente
la+0b] = |a—(=b)| = [a] = | = b = [a] — [b]

Y en conclusién noétese, ademés, que cualesquiera que sean dos ntimeros a y b tienen lugar las
relaciones lal
a a
a-bl=lal-|b ’f‘:—sib 0
a-bl=lal- bl v [§|=T5 si0#
Teorema 7.4  Elwvalor absoluto de la diferencia de dos mddulos no es mayor que el valor absoluto
de la diferencia, es decir

lla| = b]] < |a — b]

La nociéon de valor absoluto surge de una manera natural en problemas de distancia. En una
recta coordenada, sean A y B puntos con coordenadas a y b. Debido a que la distancia es siempre
no negativa, la distancia d, entre Ay B es d = b— a, cuando B esta a la derechade A, y d = a—0b,
cuando B esta a la izquierda de A.

En el primer caso, b — a es positiva, de modo que puede escribirse

d=b—a=1b—al
y en el segundo caso, b — a es negativa, de modo que puede escribirse
d=a-b=—(b—-a)=|b—aq|

Por tanto, independientemente de si B esta a la derecha o a la izquierda de A, la distancia d entre
Ay Besd=|b— a|. Esta formula es util cuando se desconocen las posiciones relativas de A y B.



7.2. Desigualdades de primer grado con una incognita

Definicion 7.10 Desigualdad algebraica con una incégnita
Supongamos que se pide resolver la desigualdad

r(z) >q(x) (o r(z) <q())

donde r(z) y q(x) son ciertos polinomios enteros, respecto de una incdgnita; la desigualdad lleva
el nombre de desigualdad algebraica con una sola incognita.

Por cuanto el conjunto existencial de los polinomios r(x) y g(x) se compone de todos los
nimeros reales, el problema sobre la resolucién de la desigualdad puede enunciarse de la siguiente
manera: hallense todos los valores numéricos de la incégnita x, cada uno de los cuales convierte la
desigualdad, en una desigualdad numérica que es verdadera. Cada valor numérico semejante recibe
el nombre de solucién de la desigualdad. Por eso, resolver la desigualdad significa hallar el conjunto
de todas sus soluciones. Si resulta que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad es un
conjunto vacio, se dice que la desigualdad no tiene soluciones.

Definicion 7.11 Desigualdades equivalentes

Dos desigualdades algebraicas r(z) < q(z) y t(z) < s(z) se denominan equivalentes, si cualquier
solucion de la primera desigualdad es también solucion de la sequnda y, viceversa, cualquier solu-
cion de la sequnda desigualdad es solucion de la primera.

En virtud de esta definicién, son equivalentes cualesquiera dos desigualdades que no tienen
soluciones. La sustitucién de una desigualdad por otra, equivalente a la primera, recibe el nombre
de paso equivalente de una desigualdad a la otra. El paso equivalente suele designarse con una
flecha doble <. La escritura

r(z) > q(z) & t(z) < s(x)

significa que las desigualdades r(x) > g(z) y t(z) < s(x) son equivalentes.

A continuacién damos a conocer algunas propiedades con cuya ayuda se realizaran los pasos
equivalentes:

1. Las desigualdades r(z) > ¢(z) y 7(xz) — ¢(x) > 0 son equivalentes.

2. Las desigualdades r(z) > gq(z) y r(z) +k > ¢(x)+k son equivalentes para cualquier nimero
real k.

3. Las desigualdades r(x) > q(x) y kr(z) > kq(z) son equivalentes para cualquier niimero
positivo k.

4. Las desigualdades r(z) > ¢(x) y kr(z) < kq(x) son equivalentes para cualquier nimero
negativo k.

5. Supongamos que se conoce que para cualquier ntimero real x se verifica la igualdad r(z) =
t(z), entonces son equivalentes las desigualdades r(z) > ¢(z) y t(z) < g(x).

Definicion 7.12  Solucién de una desigualdad

Se denomina solucion de una desigualdad, a todo valor de x que satisface a la desigualdad da-
da. Resolver una desigualdad significa hallar todos los valores de la incdgnita que verifican a la
desigualdad dada. La biusqueda de la solucion de cualquier desigualdad de primer grado con una
incognita da lugar a desigualdades elementales de la forma x > a o x < a.



En el primer caso se dice que el numero a es el limite inferior de los valores de la incognita, lo
cual quiere decir que cualquier numero mayor que el numero a es solucién de la desigualdad dada.
Si sobre el eje numérico se lleva el punto correspondiente al numero a, los valores de la incognita x
que verifican la desigualdad = > a, se representan por los puntos que se encuentran a la derecha del
punto = a. En la desigualdad < a el numero a se denomina limite superior de la incégnita, lo
que significa que, cualquier numero menor que a es una solucion de esta desigualdad. La desigual-
dad = < a se ilustra del siguiente modo: sobre el eje numeérico se marca el punto correspondiente
al nimero a; en tal caso, cualquier punto ubicado a la izquierda de a representa al niimero que
verifica la desigualdad dada.

Supongamos que se pide resolver la desigualdad ax+b > 0, a # 0, la cual se denomina desigual-
dad de primer grado. En virtud de la propiedad 2, ésta desigualdad es equivalente a la desigualdad
ar > —b, a # 0.

Examinemos los casos en que a > 0y a < 0. Sea a > 0, entonces, teniendo presente la propiedad
3, la desigualdad es equivalente a la desigualdad = > —3, a # 0. Es evidente que cualquier x del

intervalo (—9; +oo) satisface la desigualdad anterior. Por consiguiente, el conjunto de todas las

a
soluciones de ésta desigualdad es el intervalo (—g; +oo). Por cuanto la desigualdad ax +b > 0
es equivalente, para a > 0, a la desigualdad = > fg, el conjunto de todas las soluciones de la

desigualdad az + b > 0 también sera el intervalo (fg; +oo).

Todos los pasos equivalentes de la desigualdad az + b > 0 a la desigualdad ax > —b y, luego,
a la desigualdad evidente x > —3 se escriben mas brevemente en forma de los siguientes pasos
equivalentes:

axr+b>0 (a>0) & ar>-b (a>0) < (a>0);
ar+b>0 (a<0) & ar>-b (a<0) & (a<0)
ax+b<0 (a>0) & ar<-b (a>0) & (a>0);

axr+b<0 (a<0) & ar<-b (a<0) & (a<0).

A partir de la ultima desigualdad en cada una de estas equivalencias se halla facilmente el con-
junto de todas las soluciones de la primera desigualdad dada, con la restricciéon indicada sobre a.
Asi, la solucion de la desigualdad axz +b > 0, para a < 0, se representa por el intervalo (—oo; —3);
la solucién de la desigualdad ax + b < 0, para a > 0, es el intervalo (—oo; —3); y la solucién de la
desigualdad ax + b < 0, para a < 0, es el intervalo (72; +oo).

Todo lo expuesto anteriormente, concerniente a la resoluciéon de las desigualdades de primer
grado se enuncia de la siguiente manera: un polinomio de primer grado axz +b (a # 0):

1.  Es positivo, cuando a > 0, para cualquier z € (—g; +oo) y negativo para cualquier
x € (—oo; —2)

2. Es positivo, cuando a < 0, para cualquier = € (—oo; —%) y negativo, para cualquier
z € (—L; +o0).

En particular, el binomio (z — k) es positivo para todos los x que se ubican en el eje numérico
a la derecha respecto del punto que representa el namero k, y negativo para todo x que se dispone
a la izquierda del punto mencionado. En otras palabras, el punto k£ divide el eje numérico en dos
partes: en la parte dispuesta a la derecha del punto k el binomio (z — k) es positivo, y en la otra
parte, dispuesta a la izquierda del punto k, negativo. En esta propiedad del polinomio (z — k) se



sabe el método de intervalos y se emplea con frecuencia para resolver las desigualdades algebraicas
de grados superiores.

Ejemplo 7.4  Resuelva las inecuaciones:

1 1 1-2 7 1
a) I+ 5 - 3””; b) = <0,3(x+7)+2-.
Solucién

4 5
a) Operando, como si se tratara de una ecuacion, resulta:

z+1 5 1—-2z z+1 13 + 4z 23
1 <§— 3 = 1 < 5 = 13z4+23>0 = m>—1—3.

Por tanto el conjunto solucién es el intervalo (f%; +oo).
b) De igual forma que en la desigualdad anterior, operamos como si fuera una ecuacién y resulta:

e 3(x+7) 11 Tr 3z +43 86
29x — —.
1 0 5 4< 0 = 292 —-86 <0 $x<29

El conjunto solucién es el intervalo (—oo; @).

Ejemplo 7.5  Resuelva las inecuaciones:

a) (3z—2)(2r—3)— (2x —1)(z —2) + 62 > (22 — 3)%

b) Bx—4)(3z+1) B (8 —11)(x +2) < (6 —1)(2z —3)
3 4 - 12 ’

Solucién

a) Operando, como si se tratara de una ecuacion, resulta:

3
622 —1324+6 — 222+ 52+ 6x > 422 - 12249 = 102—-3>0 = z> —

10°
Por tanto el conjunto solucién es el intervalo [%; +oo).
b) Siguiendo el procedimiento anterior, resulta:
2 2 2 47
4(92° — 9x — 4) — 3(8x” + 5 — 22) <122 —200+3 = -—-3lz+47<0 = z> 3
El conjunto solucion es el intervalo [foo; %)

Las desigualdades del tipo

aix+b; >0 arxr+by >0
o
asx +by <0 asx + by >0
con respecto a las cuales se buscan sus soluciones generales, forman un sistema de desigualdades
de primer grado con una incognita.

El método general de resolucion del sistema de dos desigualdades tiene como objeto lo siguiente:
hallamos las soluciones de cada desigualdad por separado y comparéndolas establecemos cuales de
las soluciones son comunes para ambas desigualdades; si no existen soluciones generales, el sistema
es incompatible, o contradictorio. La eleccion de las soluciones generales se facilita si las soluciones
de cada desigualdad se representan sobre el eje numeérico.



Ejemplo 7.6  Resuelva la inecuacion
4l 4+ 2] < 22+ 10

Solucién
Aplicamos una propiedad del valor absoluto:

5 5 5
| + 2| < O = Tt <z+2< Tt
2 2
de donde obtenemos un sistema de desigualdades
rt2> g
r4+2< %H)

Se trata de hallar la interseccion de los conjuntos solucion de cada una de las desigualdades. Para
ello, resolvemos ambas inecuaciones por separado

20+4>—-x -5 N x> -3

20 +4<x+5 r<l1
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo soluciéon (-3; 1).
Ejemplo 7.7  Resuelva la inecuacion

[z +1] =132 +7] >0

Solucién
Definimos los valores absolutos:

z+1, z>-1 3x+7, x>-1
lz 41| = y |3z +7| = 3
—r—1, r<-1 T < —3

Tenemos cuatro combinaciones posibles:

(x+1)—Bx+7)>0 20 4+6<0 x < -3

1. 7 = 7 = 7
r>-1, x> —3 r>-1, x>—3 r>-1, x> —3

Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién x € @.
(x+1)—(-32z—-7)>0 r+2>0 x> =2

2. ; = ;= ;
xz—l,x<—§ x2—1,x<—§ xZ—l,x<—§

Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién x € ©.
(—z—1)—Bz+7)>0 x+2<0 T < =2

3. 7 = 7 = 7
x<—1,x2—§ a:<—1,x2—§ r<-1, x> —3

Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién x € [fg; 72).
—z—1)—(-3x—-7)>0 z+3>0 x> -3
4. ( ) ( 7 ) = 7 = 7
<1, z<—3 r< -1, z<—3 r< -1, z<—3
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo soluciéon z € (—3; —%) La solucién general de
la desigualdad (figura 4.3) se obtiene uniendo las cuatro soluciones parciales, lo cual es evidente
que = € (—3; —2).
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En general, el método mas directo de atacar un problema referente a valores absolutos requiere
la consideraciéon por separado de distintos casos, con objeto de eliminar el valor absoluto. En
particular, siempre habra que considerar si lo que hay dentro del valor absoluto es positivo o es
negativo. Esto hace que cuando aparecen varios valores absolutos, la casuistica se complique, ya
que hay que considerar, por separado, todas las posibilidades, en cuanto al signo, de las expresiones
que hay dentro de cada uno de los valores absolutos.

Ejemplo 7.8  Resuelva la inecuacion
|5 —z| <|z—2/+]|7— 2|

Solucién
Definimos los valores absolutos:

5—z, x<5 =2, x>2
5—al = L e-2l=
—-5+x, >95 —x+2, <2
7-2 <1I
|7 — 22| = noors 2
*7 —+ 2LE, xT > b
Tenemos ocho combinaciones posibles:
1 b—z<(x—2)4(7T—2z) N 0<0
) x§5,x22,x§% x§5,x22,m§%
esta combinacién es falsa, por lo tanto no tiene solucion.
0 5—x < (x—2)+ (=7+2x) L J2w=T>0 z>1
) x§5,x22,x>% x§5,122,x>% x§5,122,x>%
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién z € (%, 5].
S5—z<(—x+2)+(7T—22) x—2<0 x <2
3. ; = . = .
x§5,x<2,x§§ x§5,m<2,x§§ x§5,:v<2733§§
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucion z € (—oo; 2).
b—z < (—z+2)+ (—7+22) N z—5>0 z>5
x§5,x<2,x>% x§5,x<2,x>% x§5,x<2,x>%

Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién x € @.



54z < (z—2)+(7—2x) x—5<0 T <5h

x>5,x22,x§% - x>5,z22,x§% - x>5,:1722,x§%
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién x € @.

54z <(r—2)+ (—7+22) z—2>0 x>5

x>5,x22,x>% - m>5,x22,x>% - T >0,x>2,x>
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucion = € (5; +00).
—5+a<(—x+2)+(7—2x) 20 —7<0 r<?
x>5,x<2,x§% - x>5,x<2,x§% - x>5Hx<2,x<
Intersecando las soluciones, obtenemos el intervalo solucién x € @.

{—5+x<(—x+2)+(—7+2x) _ Jo<o

NI~

7.

NI~

x>5,x<2,x>% x>5,x<2,x>%
esta combinacién es falsa, por lo tanto no tiene solucion. La soluciéon general de la desigualdad
(figura ) se obtiene uniendo las soluciones parciales:

x € (—o0; 2)U (; +oo> .

[ EEE—— ]
+ + ? [}
2 I 5 o —— o
2 et (B
- = 2 ¥ 5
@ 2
2 -0
fatis \ o0—s
[ ES— !
-0 2 I 3
@ ]
7 7 1 o—=
2 —
o i 7 3
—— ’ 2
—=s
S R
2
7.3. Tarea
1. Resuelva las inecuaciones:
a) 3z —4> 5+ 6; e) 6—5x2x—1+§;
b) 1—51<9z+4; 13 L% W5
c) 7-—2x>4x+5; f) - > ;
d) e—1 _2z4+1 22 23 3
2 — 3 ’ g) 5 Ty 25



5x+1_m+1

h)
i)
j) S Hs< -+t

k)

d) ze€[l; +0); e) xe(—oo;

5

h) xe(—OO; —); i) wze(-o0;3); 1J)

7

o) 5x—2_x—8 x+14_2.
3 2 ’
2¢ + 1 r—3
P) 3 T — ;
r+1 x—2 2¢—3
— 1
o)) 32 =l 5 ;
r) x2 —3(a;+1)22—7$;
4 —x 1—2x
s) E T >r+1;
rz—1
t) 3x4+7-52x—-3)> -1
1
u) 5($—2)—§<3($—1)+2$.
e (-2 too); ) € 5
x 0t )i o @ 005 3 );
75 8 9
71]; f) xe(—oo; 7}; g) x€[7; +oo>;

5
NS (—6; +oo>; k) z€[-T; 4+00);

) ze€(—o0; =5]; m) z € (—o0;0).
Resuelva las inecuaciones:
o) 2(4x+2)7(x72)§4(4z+5); 0 240 =1 T-5r 3l@t1)
24 2x—1) _ 7 50 3z +1) 226 T s !
+x xr — — o T+ — b — %
b — > - d +4r > —= — .
Resp: a) z€[2; +x); b) =z€ [%; +oo); c) =z€ [%; +oo); d) z€R
Resuelva las inecuaciones:
T +3 2z |3z — 5] + 2
a > 5, 2 sy 1
) |z — 5] = g) |3z + 2| + z m) | 3x—||—1 =1
|z + 3] 3z — 2| — = 2¢ — 4| -3
b > 3 h —_ > 2 n 2;
) |lv =3 =7 ) x+lz—1 =7 ) [ —1] —
[3x — 2] . |z — 1] + 2z |z + 1]
= >1; = " >1; o > 3;
©) x+§> - i) xTB |* ’ ) |20 4+ 3| —2 —
x— W 20—[22-3 2z — |3 — 5z
d <3 ——— <1 1.
) \;4—3{ 3 | +12| - P) |2 — 2| — 22
T — _
e) R k) xi > 3;
|2z + 1] | e+ 1] + =z
|5z — 3 2z +1
f : 1 <1
) |+ 1] — 2z ’ ) |22 —1]+1 — 7



j)  we(—o0; —2)U(=2; +00);

a) z¢€ [131 5); i) € (—o0; =5)U[3; +o0);
[Z; 3) U (3; 6] k) e (o0 —2JU {4- 1);

3 7 1
c) z¢€ (—5, —4} U {2, 400 |; ) =ze€ <—oo, 4},
d) ze€(—o0; —3)U(—3; +00); 1
1 1 m) x € —§; 11;
© €l =00 =5 Ul =5 to);
) @ < ~ 2) < 2 “) n) € (o0 1)U(L; +oo);
3 3 1 2 14 )
f €= 1)U|—=;0]; -2 == - :
) TE|] > 2 } o) we (-5 73 5° 2

g) =€
h) 2 € (—oc; Of;

Resuelva las inecuaciones:

a) [2z+45[> |z + 1] - 3x; g) \x+1|2|x+2|+z;
b) |z—-5|>z—1]+ |z -2 2

¢) [3r+2> 3+ |z +2; ) |2r—1]+a> 23
d) |22—7 < |2z — 1|+ 32+ 1]; 22x+5
e) [Bx—-3|—|z+3 <2z+3; i) Jx+5]—|z—5> 3

£) Re+3[<|z—1+|z+1];

Resp: a) z€[-1; +o0); b) =z¢€ {—2;

7
d —00; —=
) m€< 00} —3

g) re(—o0;0; h) ze (—oo; —} UMl +00); 1) we (—oo; —35} U {5- 25}

-
+
3
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8
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8
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Resuelva las inecuaciones:

a) |z+|z|| <6; e) |[2z—5|+|z+6]>15 i) |Jz+1|+|2—=x|>3;
b) llo—|rti]-2<2 £) |5 <r+1] O MR
c) 2<|5zx+2| <4 g) |lz—2|-3]>2;

d) [15—2z|>16—152; h) ||z —2|—3|<4;

b) ze€ {—;; +oo>; c) {—g; —é) u (0; g]

Resp: a) z € (—o0; 3];
1 14

d =ze <3; +o); e) xze(—oo; —4)U 3 —|—oo>; f) z€(2; +0);

g) z€(—o0; =3)U(L; 3)U(7; +o0); h) ze[-59]; i) x€(—o0; —1)U(2; +00);

j) x e (—o0; —1).

Un escolar tenia cierta cantidad de sellos. Le regalaron un album para selle. Si él pega 20
sellos en cada pagina, el album es insuficiente, pero si pega 23 sellos en cada pagina, por lo
menos, una pagina quedaria vacia. Si al nino le regalaran un album absolutamente igual, en



10.

11.

12.

13.

cada pagina del cual estuvieran pegados 21 sellos, él tendria un total de 500 sellos. ; Cuantas
péginas tiene el album?
Resp: 12 paginas.

El recorrido de A a B lo cubre una balsa en 24 horas y una lancha gasta en el recorrido de
A a By viceversa no menos de 10 horas. Si la velocidad propia de la lancha se aumenta el
40 %, el recorrido de A a B y viceversa ocuparfa no mas de 7 horas. ; Cuanto tiempo navega
la lancha de A a B y cuanto de B a A?.

Resp: El tiempo de A a B es 4 horas, el tiempo de B a A es 6 horas.

En dos cajones hay més de 20 piezas iguales. El niimero de piezas en el primer cajon, dis-
minuido en 2, més de 3 veces sobrepasa el niimero de piezas en el segundo cajon. El ntiimero
triplicado de piezas en el primer cajon supera el ntmero doblado de piezas en el segundo
cajon, pero no mas que en 60. ;Cuéntas piezas hay en cada cajon?

Resp: En el primer cajoén, 29 piezas y en el segundo, 7 piezas.

En dos brigadas, conjuntamente, hay mas de 27 personas. El niimero de miembros de la
primera brigada mas de 2 veces sobrepasa el niimero de miembros de la segunda brigada,
disminuido en 12. El nimero de miembros de la segunda brigada mas de 9 veces sobrepasa
el nimero de miembros de la primera brigada, disminuido en 10. ;Cuantas personas hay en
cada brigada?

Resp: En la primera brigada, 41 personas y en la segunda, 17 personas.

Si los pioneros de un campamento se forman en una columna con 8 personas en cada fila,
una de las filas quedara incompleta. Si se forman con 7 personas en cada fila, habra dos filas
maés, pero todas seran completas. Pero, si la formacion se realiza con 5 personas en cada fila,
habra 7 filas mas, pero una de ellas sera incompleta. ; Cuantos pioneros hay en el campament?
Resp: 119 pioneros.

Hay cierta cantidad de alambre. Si él se enrolla en bobinas que contengan 800 metros de
alambre de cada una, 1 bobina no estara enrollada por completo. Lo mismo pasara si s6lo
empleamos bobinas que contengan 900 metros de alambre, con la particularidad de que hara
falta 3 bobinas menos. Pero, si el alambre se enrolla so6lo en bobinas de una capacidad de
1100 metros, se necesitaran 6 bobinas menos, pero todas ellas estaran ocupadas por completo.
; Cuantos metros de alambre habia?

Resp: 25300 metros.

Si un liquido se vierte en botellas de 40 litros de capacidad, con ello una botella quedara
no del todo llena. Si ese mismo liquido se vierte en botellas de 50 litros de capacidad, se
necesitaran 5 botellas menos y todas ellas estaran llenas. Si el liquido se vierte en botellas de
70 litros de capacidad, se necesitaran 4 botellas menos, pero, de nuevo, una botella no estara
llena del todo. ;Cuéntos litros de liquido habia?

Resp: 850 litros.

A dos brigadas con un efectivo total de 18 personas fue encargado organizar la guardia
continua de 24 horas, cada vez con una persona, en el transcurso de 3 dias. Los primeros dos



dias llevaron la guardia los miembros de la primera brigada, dividiendo entre si, por partes
iguales, todo ese tiempo. Es conocido que en la segunda brigada habia 3 muchachos y, los
demas muchachos, con la particularidad de que las primeras hicieron guardia 1 hora cada una
y los segundos, dividieron el tiempo restante entre ellos, por partes iguales. Al calcular los
resultados, resulté que la suma de horas de guardia de cada muchacho de la segunda brigada
y de cualquier miembro de la primera era menor que 9 horas. ;Cuantas personas habia en
cada brigada?

Resp: Por 9 personas.

14. Al comprar varios libros iguales y cuadernos del mismo tipo, pagaron por los primeros 10
doélares con 56 centavos y por los segundos, 56 centavos. Fueron comprados 6 libros mas que
cuadernos. jCuantos libros compraron si el precio de un libro es 1 délar mayor que el de un
cuaderno?

Resp: 8 libros.

15.  Un grupo de 30 estudiantes daba los exdmenes. Con ello se ponian las notas; 2, 3, 4, 5. La
suma de las notas obtenidas era igual a 93, con la particularidad de que 13 hubo méas que 5
y menos que 4. Ademés, el niimero de 4 se dividia por 10, el namero de 5 era par. ; Cuantas
notas de cada tipo recibi6 el grupo?
Resp: Doses 11, treses 7, cuatros 10, cincos 2.

16.  Un grupo de estudiantes decidié comprar una camara de un precio desde 170 hasta 195
dolares. Pero, en el ultimo momento dos estudiantes se negaron a participar en la compra vy,
por ello, cada uno de los restantes tuvo que dar 1 doélar méas. ; Cuanto costé la camara?
Resp: 180 dolares.

17.  Un articulo de superior calidad es méas caro que un articulo de primera calidad, en cuanto
éste es més caro que un asrticulo de segunda calidad, pero esta diferencia en el precio no so-
brepasa el 40 % del precio del articulo de primera calidad. La empresa pagd 9600 dblares por
los articulos de superior calidad y esa misma cantidad por los articulos de segunda calidad.
La cantidad total de todos los articulos comprados constituia 1400 unidades. ; Cuanto cuesta
un articulo de primera calidad?

Resp: 14 dolares.

7.4. Desigualdad de segundo grado

Apliquemos el método de intervalos a la resolucion de las desigualdades algebraicas de segundo
grado. Analicemos la desigualdad cuadrética

ar? +br+c¢>0, a#0
Realizando la transformacion de formacion de cuadrado perfecto, obtenemos

+£ 22— 4ac
v 2a 4a?

ar’+br+c=a




Por eso, la desigualdad az? + bx + ¢ > 0 es equivalente a la desigualdad

b\? b2 —4
a <x—|—> —GC1>O, a>0

2a 4a?

Sea a > 0. Entonces, ésta desigualdad es equivalente a la desigualdad

b\? b2 —dac
— )] ————>0 0
(m—i— 2@) 12 >0, a>

CASO 1: Sib? —4ac < 0, entonces, cualquiera que sea el valor numérico de la incégnita = = g,

b\ 2
en el primer miembro de la desigualdad figura la suma del nimero no negativo (azo + ) con

2a
b? — 4ac
2
que es verdadera. Por consiguiente, la desigualdad es valida para cualquier . En otras palabras, el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad es en este caso el conjunto de todos los nimeros
reales.
CASO 2: Si b? — 4ac = 0, entonces, obviamente, la desigualdad se convierte en una licita

el nimero positivo — , es decir, la desigualdad se convierte en una desigualdad numérica

b

desigualdad numeérica para todo x, a excepciéon del ntimero xg = 5 Por consiguiente, el conjunto
a

de todas las soluciones de la desigualdad seré en este caso el conjunto (—oo; —%) U (—%; —|—oo).

CASO 3: Sib* —4ac > 0, entonces la desigualdad es equivalente a la desigualdad (z — z1)(x —

x2) > 0, a > 0 donde
—b—/b? — dac

2a
—b 4+ Vb% — dac
2a

Es evidente que z1 < x9, razén por la cual, al aplicar el método de intervalos, llegamos a que el
conjunto de todas las soluciones de ésta desigualdad sera el conjunto (—oo; 1) U (z2; +00).

T =

To =

Sea a < 0. Entonces, la desigualdad az? + bx + ¢ > 0 es equivalente a la desigualdad

b\? b2 —dac
— )] ——— <0 0
(:U—i— 2@) 12 <0, a<

a) Sib? — 4ac < 0, resulta evidente que para todo ntimero x esta desigualdad se convierte en
una desigualdad ilicita, por lo cual ésta desigualdad no tiene soluciones.

b)  Sib? — 4ac = 0, resulta también evidente que ésta desigualdad no tiene soluciones.

c) Sib?—4ac > 0, ésta desigualdad seréd equivalente a la desigualdad (z —x1)(z —22) <0, a < 0

donde
—b— Vb% — 4dac

2a
—b+ Vb%2 — 4dac
2a

Es obvio que z1 > x4, y por ello, al aplicar el método de intervalos, llegamos a que el conjunto de
todas las soluciones de la desigualdad (z — z1)(x — 23) < 0 es el intervalo (x2;x1).

I =

Ty =

De modo analogo se efecttia la resolucion de la desigualdad az? + bz + ¢ < 0 (a # 0).



Ejemplo 7.9  Resuelva la inecuacion
z(z—3)—2< 3z — (2% +2)
Solucién
22 -3r-2<3r—-22-2 = 222 - 62 <0 = 2(rx—3)<0 = x € (0; 3).
Ejemplo 7.10 Resuelva la inecuacion

T 2 S 8
r—1 z+1° 2z2-1

T2 1) 2 (v -3)@+2)
z(x+1)—2(x—1 ¢ —x—06 z—3)(x+2

0 — >0 —— >0
x?2—1 cU T T oV T (x—l)(x+1)>

x € (—o0; —2)U(—1; 1)U (3; +00)

Ejemplo 7.11  Resuelva las inecuaciones:

> o —1]
|z 4+ 1

Solucién
Haciendo la descomposiciéon del valor absoluto del numerador y denominador, obtenemos:

Tz +1, z>—1 (1 xz—1, z>1
|z+1—{ (), xvll—{ )

w

x—1, z<-1 (2 —z+1, z<1(

N
=

En este caso tenemos cuatro combinaciones posibles.
Primera: (1) y (3)
Esta combinacion nos da el siguiente intervalo de existencia x > 1. Resolviendo la desigualdad,
encontramos

4 4 (x+1)(z—3)

— >z -1 = — 1>20 = —————= <0
x+r1)—2°-" s—1 e z—1 -

La solucién de esta desigualdad nos da x € (—oo; —1]U (1 3]. La interseccion de estos dos interva-
los, nos da la solucién de la combinacion: x € (1; 3].

Segunda: (1) y (4)

Esta combinacién nos da el siguiente intervalo de existencia —1 < x < 1. Resolviendo la desigual-
dad, encontramos

2

) . P

(z+1)—2 x—1 z—1
La solucién de esta desigualdad nos da € (1; 4+00). La intersecciéon de estos dos intervalos, da la
solucion de la combinacion: z = @.
Tercera: (2)y (3)
Esta combinacion no esta determinada.
Cuarta: (2)y (4)
Esta combinacion nos da el siguiente intervalo de existencia € (—oo; —1). Resolviendo la de-
sigualdad, encontramos

4 4 a® 42z —5

> a4l = 120 = ST T2 5y
e-D—2°- "% o3 trTe z+3  —




La solucién de esta desigualdad nos da x € [—2\/5 -1 —3) U [2\/§ -1 —|—oo). La interseccion de
estos dos intervalos, nos da la solucién de la combinacién: x € [—2\/§ —1; —3). La solucién de la
desigualdad esta dada por la union de los intervalos encontrados en cada una de las combinaciones,
es decir:

xe [—2\/5— 1; —3) UL 3).

Ejemplo 7.12  Resuelva las inecuaciones:
z—Vax? —1 V622 — 1 — 22 z — V4 — 922
a) —————=>1; b) YT >1 ) e <1
r+1 2 -1 V1 — 422
Solucién
a) Para resolver esta inecuacion, transformamos la expresion original

T —V4Ax? —1 r—Var2 —1—2 -1 14++4z2 -1
TV T 150 = >0 = YT oy
r+1 x+1 x+1

De la ultima expresion, establecemos las siguientes restricciones

=120 J@e-D@Ee+1)20 _ Jre(-o0—3] U [5i+00)
z+1<0 < -1 r<—1

Intersecando estas soluciones parciales, obtenemos que la solucién de la inecuaciéon es z < —1.
b) Resolvemos la inecuacion, transformando la expresion

V6z2 — 1 — 22 V62 —1—z2 — 2241 V62 —1—-222+1
2 -1 120 = 2 -1 =20 = 2 -1 =

0

De la ultima expresion, establecemos las siguientes restricciones

62> —1>0 (V6x—1)(v62+1)>0
22 —-1>0 = ((z—1)(xz+1)>0
V622 —1—-2224+1>0 V622 —1—-2224+1>0

La primera restricciéon tiene como solucion x € (—oo; —%} U {%; +oo) .
La segunda restriccion, tiene como soluciéon z € (—oo; —1) U (1; +00).

A continuacion solucionamos la tercera restricciéon

2
V62 —1>22 -1 = (\/6532—1) S@2-1)? = 2t 5 +1<0

x€ <—;\/5+\/ﬁ;—;\/5—\/ﬁ) U (;\/5—\/ﬁ;;\/5+ﬁ>

Intersecando las tres soluciones parciales, obtenemos la solucién general de la inecuacion

z€e (—;\/5+\/ﬁ;—1> U (1;;\/5+m).

c) Para resolver esta inecuacion, transformamos la expresion original

T — V4 — 922 1<0 o x—V4—922 —/1— 42 <0
V1 —4z2 - V1 —4x2 -




De la ultima expresion, establecemos las siguientes restricciones

4-922>0 (3z—2)(3z+2) <0
1— 422 >0 = {(2r-1)(2r+1)<0
x—V4—922—+/1—422 <0 x—vV4—922 —+/1—-422 <0

La primera restriccion tiene como solucion x € [—%; %] .
La segunda restriccion, tiene como soluciéon x € [—%; %]
A continuacién solucionamos la tercera restriccion

2
e <\VAE-922 +/1- 422 = x2<(\/4—9172—|—\/1—4x2> = 522 — 402249 <0

Esta tltima inecuacion no tiene soluciones reales. Por tanto la soluciéon general de la inecuacion,

esta dada por la interseccion de las soluciones parciales, es decir z € [—3; 3] .

7.5. Tarea
1. Resuelva las inecuaciones:
9 5 2 _ 3 _ g2 _
a) 2 — > 5 ) 3z x+30§2; s) 0 -z +x 1§0;
e P00 ey L
b 1+ ——= >0, k z . Tt —22° -8 ]
) 1332—21‘—15 ) T —1 2m+1<3:c2—1’t) a1 <0
0) - ; (2o +1)2(2z —1)° _ 3r-2
w—115 (17—96)(96—5) D (x — 1) S B e
d) 1+ >0 my @ DBz=2 w4,
1> 2 222 4+ 18z — 4
e) x+ = o) ¢ —5x+6 >0 w) >
) 8z 22 —120+35 22+ 9r 48 5
< 0; 4z -2 :
L& T e+ 3 p) T2y, ) 31t z13 7 732
h) 3z —3:C+8>2 39—21‘ x4 1 3 1
?+x+1 — 7 q) w>o; y) e_2 w_ 2
) Jr—a:—4<1 49302—225 - ) 2 1 S>3
1 a - - - 7 .
2 —3x+4 =2 p LTl SR R

Resp: a) z€(-1;3)U(4; +o0); b) z € (—o0; =3)U(5; +00);

c) z€(—o0; 1)U(L;5); d) x€(—o0; =3)U(2; +0)\{3}; e) ze€ (1; +o0)U{0};
f) ze(-3; -1)u{2}; h) z€(—o0;2]U[3; +0); i) x€[-4; 3|;

D oeeli®: 1) we(-2-DUL I D e |g4oo) \(ik

2. Resuelva las inecuaciones:

) 1 S 3 ) 2—x 1—-2x
a : c :
3r—2—22 " Tr—4— 322’ 23 4+ 22 T 23— 322’
b) 3 meodl 3 0 2" _1-2
622 —2x—12 10z —15 3z +4’ x+1 a22—z+1" 2341’



106-2) 11(6-2) _56-2) (z+1)(z+2)(x +3)

; > 0.
© 3G9 Be-19 > 2.2 &) e )@t a)B_a)
f) ! + ! > 0;
3(z—2) (z+1)(2—2) ’
Resuelva las inecuaciones:
2) 20 w+1 <§; h) |a:2—x+4|>0, o) [2z—1|< |14z +1];
r+1 2¢ | T 2 2;102—1 - p) |1—3z|— |22+ 3] >0;
222 — 3 . [32° 46 ) 1—2z|>3—a
- : i < -2z+49; 9 ’
I N T < ) o8 <30 L
|a? —dx|+3 _ . z+3 3 s) |4-3z|>2—u;
D e (o P T R S 6) |52 — 2041 < L;
221 K) x—2 r+1| u) (622 —22+1/<1;
) 2x3‘2$_2; z+1 z+2| V) |—22x2+3x—|—5|>2;
22 22— 16 3 9 w)  x°+ 2]z —3<0;
e) x—l‘ 4 ) |x+3|—1<|x+ ; x)  x® +5[z|—24 > 0;
1 22 —5r —4 y) |z?42+10] < 32+ Tx+
f) |_x_2‘22x—3, m) = | <b 9
1- 20 — a2 4+ 1 z) [22°4a2+11] > 22 —52+6.
g) 2z—|——|>-3; n) 5 > 1;
1+ —z? 4+ 3z — 2
2—-+109 8 —+/109 24+ +v109 8+ /109
Resp: a) z¢€ ; ; ; b)) x#1;
21 9 21 9
2 1 V21
c) 1:6(—00;—3]U[2;2} d) x#iﬁ(—oo;%; e) z#l,;
Vh7T -1 -3
f) x#—Qﬂ(—oo; 4]; g) x€<\f2 ;+oo>;

U |8- V85 8+vED
T T

)

h) z€(—o0; —1)U(1; 4+00); i) =x€ (—oo; 8—@}

j) ze(—o0; 3)U(9,2; +00)—{-16}; k) z¢€ (—oo; —;} u[-1,82; 0,82\{-1, —2};
5— @) ] <5+ V89 )

i

1) z€9—00; —5)U(—4; —2)U(V3—-2; +00); m) xe( 1 1

n) z#1-V2Nnz#1+V2Nz#2Nz#1.

Resuelva las inecuaciones:

a) |lz—2—2+3] <5 h) |2z +1| -5 >2;

b) |z —6|> |z? — 52 +9|; i) |[lz—3/+1]>2

c) |z[+|z—1] <5 )z — 1+ <3

d) |z+1+z—2>5; k) |42 — 92+ 6] > 2* +x — 3;
e) [2z+1]—|pbx—2|>1; ) Bzx—1|+2z-3|—|z+5| <2

£) [22—13—z|—-2]<4;
g) |lr—1+[2—2]>3+u;



5.

7.

10.

11.

12.

Resuelva las inecuaciones:

a) 2> —3z+2/+x>0; e) 3z*—|r—3>9 -2 i) |2?2+22-3|>3-3z—2%
b) 2z —T7|z| +3>0; £) 22 +4>3x+2| Tz j) |4+3z—2?| <2 -3x—4
c) |r—3| <22 +1; g) 2—|hx—3l-2<2; k) |2?-3x+2]<22—2%
d) |z—-2/<222-9x+9; h) |2°—4|>4— 3z — 2%

Resp: a) € (—o0; —2—V2]U[l+V3; +00);

1 1 1+V17 1—+V17
b) ze€(—o0; =3JU|—5; £ |U[3; +00); ¢) x| —o0; _LEVIT - Fo0 |;
22 4 4
4 —+/2 5 3 4 —+/19 44+ +/19
d) ze€|—oc; \[U 4_\[;—l—oo ; e) €| —oo U + ; +oo |;
2 2 3 3
f) z¢€(—o0; —5—VI9U[V2—2; +o0); x € (=5; 3+2V2);
3+ 54/
h) ze (—oo; —+T U[; +o0); 1) < 00; +T U [0; +00);
J)  we(—o0; —1JU[4; +00).
Resuelva las inecuaciones:
5 10 | x* —3x+2 |z — 3]
a) :c+2' r—1] d) x2+3x+2‘>1’ 8) x227577|+6_ ’
r+2 2?2 -3z —1 x” —Tjz[ + 10
. L TR0 . h —_— <0
b) 2x—3‘<37 e) x2+x+1’<3 ) 2x2|—|6x+9
2 — 3 22 Sbr 44 R
c) x2_1‘22; f) S 2 ‘21; i) gz
Resuelva la inecuacion:
2 —2x+1 x—1 <12
—4x +4 xr — 2 '
Resuelva la inecuacion:
4 2 1
|20 — Va2 — 2z + 1] = w
24+ z+1

Resuelva la inecuacion:
|z — 10z + 25| < 2|z — 5| + 35.

Resuelva la inecuacion:

3 —
_vz—2 0.
x—1—|z| ~
Resuelva la inecuacion:
e—6l—lsl _,

|3z — 2| + |4 — 3| —

Resuelva la inecuacion:

V2 —5 < |2z — 2| — |3 — 2x]|.



13.

14.

15.

16.

17.

Resuelva la inecuacion:

|5 — 5| — |5z + 15| |22 — 2| — |42 + 12
24+ x+1 (x+1)2 -2
Resuelva la inecuacion:
T - r—3
|22 +4] |22 +z + 4]

22+ kx—1
., Con qué valores de k la desigualdad ————— < 1 se verifica con toda x?
222 —2x + 3
Resuelva las inecuaciones:
a) 2Vx+5>x+2; n) +v—z—+vz+1>0,25
b) 2+4<V6—4dx —a% 0) 2—V3+z < Vit
32 .
3) 3ac1 2m+3§x+3, p) V3r—a2<d—u
) x+1<4vz+6 _ qQ) T—z< 5+a;
e) z—2<\V4+2—a% r) V3—z—Va+1>0,5;
f) vZz?tde+22a+4 s) V422 + 162 + 16 < 2z + 10;
g) Vi2-3z-10>z+2; t) Vot+l—Vo—1<Vr—3;
h) 922462+ 1<2—x; u) V1-6z+1> -3z
i) Vb—a?>z—1; v) V24 -2z — 22 <z
j) Vr—5—-vV9—z>1; w) Vo +5++x <5
K) Va2+2z—3> X) V3x+T7—-+vVr—2>3,
) va2—z—-2>2-1; y) :c+24>6,sc—4;
m) V2r+3<1—Vrt2; z) Va?-2r—-15> -3

Resp: a) zc€[-54); b) ze[-2-V10; -1]; ¢) z€[3-2V3;3+2V3];
d) ze€[-619); e ze[1-V53); f) xz€(—o0;2—3V2U[2+3V2 +0);

g) z€(—o0; —2JU(l4; +o0); h) we <§ D; i) ze[-V5; 2);
) =ze [5; 14_\ﬁ] U 14+\ﬁ; 9]

; k) ze(—o0; —3]U [3; +oo>;

2 2 2

) ze(-00; —1JU(3; +00); m) =€ {27 22\/§>; n) ze€ ll; 164;2\/371)
0) zE€ <—3+2\£; 1]; p) =€[0;3; q) zel-1 1]
r) z€ [—1; 8_8\/371>U<8+8\/371; 3]; s) x€ (—;; +oo>; t) z€ %; +oo>;

u) xe[—g;é; v) z€(3;4]; w) z€l[0;4); x) z€][2; 3)U(6; +o0);

y) €[4 8)U(20; +o0); z) x€ (—o0; —3]U[5; +00).

Resuelva las inecuaciones:



18.

19.

a) V2r—-l<z+2 n) V17 — 152 — 222 > 0
b) VaZ+z—2>2(z+2); x+3 ’
c) V3r—V2zr+1>1; 0) V9 —20<u;
d) V2r+5+Vr—1>8; p) Va2-dz>z-3;
e) V2r+1<5; a) V322 -—-22z>2z-T,
f) V3z—-2>1 r) Va2 -5z +6<z+4;
g) z+322; s) 202 4+ Tx 450 >z — 3;
4—x t) Ve+l-—-+Va—-2<1;
h) 2x—1<3 u) Va+3—-+Vae—4>2;
V3zr—2— " v) Voz—-1++vz+2<1;
i) var 19 <3r =3 w) 2+ a2+ 11 < 31
j — <z -8; 2 1 4 3
k) Va+5+2> Va—3; . L
y) Va2-2z-3>3(z+1);
) vVa?z-3z-10<8—u; -
T o 2) \/2x—1\/1+2 .7
m) V- s T+ 2 20 —1- 12
Resuelva las inecuaciones:
a) 2? +5x+4 <52+ 5x + 28; p) 2 + 1 >l;
b) 0,2512>(VI+z—1)(VI—z+1); 2+ 4 —a:2 — V4 —x2 x
) Vr—-2+V3-z>vVr—1-+6—u; Q) vas— 10 r? — +\/;>
d V3r+1++vVor—4—+Viz+5<0. N vV 3
e) 2Vz+1—-Vz—-1>2/z-3 r) «/x2+3x+ +Vr+1l> -3
f) Va-3+vV1-2>+8z—5; s) Va2 +3z+2 - Va2 —z+6<1;
g) VIT-dr+ve-5<Vide+l; t) Va2-3u+5+22 <30+ T
h) Vz+6>Vr—1++22-5 5 - ’
. v L+ 2%) Va2 +1> 2% - 1;
J) \/2\[7+J:—\/2\f7—x>\/%; ) ) -
1) 227 — /222 — 132+ 21 < 13z +9; x) V1+vVz<2—{/1—-z;
m) V322450 +7- V322 +5x+2>1; y) a2+ V6—xz>V2
n) (z-3)Va2-4<a®-09; z) VA —4a3 + 28 >z — /2
6x 122 122
_ —924 .
°) x—2 \/37—2 \/x—2>0’
Resuelva las inecuaciones:
1—+/1—8z2 r—1_3—-=x x+4
a) 9 A T e :17722_\/5
2—-1 3 3:—9 5 ¢+ 3x—1
b) 1 —; —
) i} °) \/x+2+\/ +1>0g) ! A—a?
24 — 2x — _ _
o) T —x 1. h) 1 2z Tx — 29
x x2 —2x — 15
2 1 2v/3
Resp: a) :c;é()ﬂl—[; 3); b) xe((; —|—oo); c) z€[-6;0)U(3; 4];



d) ze€ (—oo; -

921 + 3v/241 3v/241 — 21
32 Y 35 T

e)

(-2 1)

U [3; 5);

f) ze(2;4]; g) =x¢€ (—oo; —Z) Ul-1;1); h) =ze€ <—2; ;) U (7; +00).

~—

— 31+ 16)

20. Resuelva los sistemas de inecuaciones:
22 —32-10>0 22— 5z +6>0 . 3a® —Tr +8
j) 3 2
a) {a?-8z+7<0 e) 3v—21 _ 2 +1
722 4 82 — 1> 0 ?2+x+4 ) 2r+3>1
2_y 1 1
2 4e<0 ) T r+3<0 7+§>0
9 20 —4 <0 v
122" =20 +5>0 i 2¢ — 11 19—2x<2
4 2 2+ 2 < bx
- —2"+1<0 g) {2 ; D Yort1s o-H o
22—z -1 > > _Z
Tt <o v 43 9 5 3
z?—4 <1 (x4 2)(2? — 3z + 8)
vl h) g2 22— 9 =0
3 |- TS m) 1— 22
221 3z —2 5 >
<1 22 4+ 92 — 20 22 422 — 8
T+ 2 . 5 an <1
4 i) 11z — 2% — 30
<0 2 +18 > 5z
r—2
Resp: a) @; b) xz€[-1;0]; ¢) =x€[4 +0); d) € (-0,3; 2).
21.  Resuelva los sistemas de inecuaciones:
Sz+5 10-3x 2247 148 ) (% + 122 + 35)(2z + 1)(3 — 22) > 0
7 5 3 21
a) V7' 1@+l 3r-1 13- (¢ — 22 —8)(2z — 1) > 0
~ - S5x — 7 3
3 6 3 2 _
f 3-Tr, atl " T © L5 <ty otm_a<!
b) 10 2 2 (¢ —1)%@* —4)*(2* 9@+ 1) _
7(3z —6) +4(17 —x) > 11 — 5(x — 3) (1—3z)(2x? —z —6)(a?
x

(x+5)

o {(2x+3)(2 +1)(z—-1)<0
(z+ 1)1 —22)(x

-3)>0

222 +x — 16

22+

22.  Resuelva el sistema de inecuaciones:
4—|4—x|
w o <4
llz — 1]+ 2| > V-2
3 . r— 2k —
23.  ;Con qué valores de k la desigualdad T
T —
a [1;2]?
24.

perteneciente a [1;3]?

<1

< 0 se verifica con toda z perteneciente

iCon qué valores de k la desigualdad (x — 3k)(x — k — 3) < 0 se verifica con toda z



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

., Con qué valores de k el sistema

22 + (5k + 2)x + 4k* + 2k < 0
2>+ k?=4

tiene, por lo menos, una soluciéon?

., Con qué valores de k el sistema

22+ (2—3k)x +2k* — 2k <0
kr =1

tiene, por lo menos, una soluciéon?

(,Con qué valores de k el sistema

22— Bk + 1z + 2k +2k <0
r+k2=0

no tiene soluciones?

., Con qué valores de k el sistema

no tiene soluciones?

222 + kx — 4
.,Con qué valores de k el sistema de desigualdades —6 < % < 4 se verifica con
x?—x
toda z?
Si la temperatura en la escala Fahrenheit es F' grados y utilizando la escala Celsius es C,

entonces C = g(F — 32). {Cual es el conjunto de valores de F si C' esta entre 10 y 207
Resp: {F/50 < F < 68}

Cuando la temperatura del agua es mayor o igual a 1000 Celsius, el agua hierve. Utilice la
formula del problema anterior para determinar la temperatura Fahrenheit a la cual hierve el
agua.

Un inversionista tiene invertidos $ 8000 al 9% y piensa invertir dinero adicional al 16 %
con objeto de lograr un rendimiento de al menos 12% de la inversion total. ;Qué cantidad
de dinero deberé ser invertida?

Resp: por lo menos $ 6000.



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Parte de $ 20000 son invertidos al 9% y el resto se invierten al 12 %. ;Cual es la menor
cantidad de dinero que puede ser invertida al 12 % para tener un rédito anual de al menos $
2250 de las dos inversiones?

Un fabricante de lamparas vende tinicamente a mayoristas en su sala de exposiciéon. El
gasto semanal total, incluyendo salarios, costos de planta y renta de la sala de exhibicién, es
de $ 6000. Si cada lampara se vende por $ 168 y el material usado en su construcciéon cuesta
$ 44, ;jcuantas lamparas deberé hacer y vender cada semana para que el fabricante logre una
ganancia?

Resp: por lo menos 49.

Si en un curso particular, un estudiante tiene un promedio de calificaciones, en cuatro
exdamenes, de menos de 90 pero no debajo de 80, el estudiante recibira una calificacion de B
en el curso. Si las calificaciones del estudiante en los tres primeros examenes son 87, 94 y 73,
;,qué calificacion en el cuarto examen dara como resultado la calificacion B?

Un platero piensa obtener una aleacién que contenga al menos 72 % y cuando mas 75 %
de plata. Determine las cantidades maxima y minima de una aleacién a 80 % que debe ser
combinada con una aleacion de plata de 65 % para obtener 30 gr de la aleacion requerida.
Resp: alo més 20 gr y a lo menos 14 gr.

Qué cantidad de alcohol puro debe ser agregado a 24 litros de una solucién de alcohol al
20 % para obtener una mezcla que al menos tenga 30 % de alcohol?

Una empresa puede vender a $ 100 por unidad todos los articulos de primera necesidad
que produce. Si se fabrican x unidades por dia, y el nimero de dodlares en el costo total diario
de produccién es 2 + 20z + 700. ; Cuantas unidades deberan producirse diariamente de tal
manera que la compania garantice una ganancia?

Resp: méas que 10 y menos que 70.

Una compania que fabrica escritorios puede vender todos los que produce a $ 400 cada
uno. Si z escritorios se venden cada semana, entonces el niimero de doélares en el costo total
de produccién semanal es 2z2 + 80x + 3000. ;Cuantos escritorios deberan construirse sem-
analmente para que el fabricante garantice una ganancia?

Un campo rectangular cercado esta ubicado en la orilla de un rio; el lado largo del rio no
requiere de cerca. El costo del material para la cerca es de $ 8 por pie lineal para los dos lados
opuestos con cerca y $ 16 por pie lineal para el lado paralelo al rio. Si el area del campo es
de 12000 pie? y el costo de la cerca no debe exceder de $ 3520, jcuéles son las restricciones
en las dimensiones del campo?

Resp: Si x pies es la longitud de cualquier lado, 100 < z < 120.

Una parcela rectangular de terreno sera encerrada por una cerca, luego, dividida a la mitad
por otro tipo de cerca. La cerca que divide a la mitad la parcela cuesta $ 3 por pie lineal
y la otra cerca tiene un costo de $ 6 por pie lineal. Si el area del terreno es 1800 pie? y el



costo total de la cerca no debe ser mayor que $ 2310, ;cudles son las restricciones en las
dimensiones del terreno?

7.6. Desigualdades de orden superior
Supongamos que se pide resolver la desigualdad
(x —k1)(x—ka)o.(x — kp—1)(x — ky) >0

donde ki, ko, ..., kn—1, ky son ciertos ntmeros fijos, entre los cuales no hay iguales, y, ademas,
tales que k1 < ko < ... < ky_1 < ky,.

+ |- [+ |- |+

B oy Ty Mg by I

Examinemos el polinomio
p(z) = (x — k1)(x — ko)...(x = kn—1)(z — ky)

En virtud de la observacién hecha méas arriba resulta obvio que para cualquier ntimero xy tal que
xo > ky, el valor numérico correspondiente de todo factor en el producto (z — k1)(x — k2)...(x —
kn—1)(x — k) es positivo y, por esta razon, el correspondiente valor numérico p(xg) del polinomio
p(z) es también positivo. Para cualquier nimero x1, elegido del intervalo (k,—1; k5, ), el valor numéri-
co correspondiente del ultimo factor es negativo, y el valor numérico correspondiente de cualquiera
de los factores restantes es positivo, por lo cual el namero p(x1) es negativo; analogamente, para
todo ntimero xg, perteneciente al intervalo (k,—_2; k,—1), el nimero p(xs3) es positivo, etc.

Precisamente en este razonamiento se basa el método de intervalos que consiste en lo siguiente:
en la recta numérica se marcan los numeros ki, ko, ..., k,—1, kn; en el intervalo, que se encuentra
a la derecha del nimero mayor, se pone el signo mas, en el intervalo siguiente, que va de derecha
a izquierda, se pone el signo menos, luego, el signo mas, luego, el signo menos, etc. Entonces el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad dada sera la unién de todos los intervalos que
llevan el signo més.

El método de intervalos permite resolver aquellas desigualdades algebraicas que pueden re-
ducirse, mediante una sucesién de pasos equivalentes, a las desigualdades del tipo

(x — k1) (x — ko)ooo(x — kp—1)(x — kp) >0
Algunas desigualdades algebraicas de grados superiores a dos se reducen, mediante una sucesion
de pasos equivalentes, a la forma

kn

(x—a)" (z —a)®..(z — an_1)" ' (z — an) >0

donde k1, ko, ..., kn_1, k, son numeros naturales fijos, y a1, a2, ..., Gn_1, Gn, NUmMeros reales fijos,
entre los cuales no hay iguales, y tales que a; < a2 < ... < an—1 < a,, indiquemos que si al



menos uno de los nimeros k; > 2, entonces el método de intervalos aducido anteriormente no
puede ser aplicado para la resolucion de esta desigualdad. Entonces, las desigualdades de este tipo
se resuelven por el asi llamado método de intervalos generalizado. Examinemos el polinomio

p(z) = (. —a)™ (x — ax)*...(x — an_1)" ' (x — an)" >0

Es evidente que para cualquier nimero z( tal que x¢y > a,, el valor correspondiente de todo
factor en el producto, es positivo, debido a lo cual el valor numérico p(zg) del polinomio p(z)
es también positivo. Para cualquier ntimero x1, elegido dentro del intervalo (a,_1;as), el valor
numérico correspondiente de todo factor, a excepcién del altimo, es positivo; el valor numérico cor-
respondiente del ultimo factor es positivo, si k,, es un nimero par, y negativo, si k, es un ntamero
impar. Por eso, el namero p(z) es positivo, si k,, es un ntumero par, y el nimero p(z1) es negativo,
si k, es impar.

En estos casos suele decirse, habitualmente, que el polinomio p(z) cambia de signo, al pasar por
el punto a,,, si k,, es un nimero impar, y no cambia de signo, si k,, es un niimero par. Analogamente
se muestra que si se conoce el signo del polinomio p(z) en el intervalo (a;;a;+1), entonces en el
intervalo (a;—1;a;) el signo se determina segin la siguiente regla: el polinomio p(z) cambia de sig-
no, al pasar por el punto a;, si k; es un nimero impar, y no cambia de signo, si k; es un ntimero par.

Precisamente en estos razonamientos estd basado el método de intervalos generalizado: en el
eje numérico se marcan los nameros ap, as, ..., dn_1, Gn; en el intervalo dispuesto a la derecha del
nimero mayor, es decir, a la derecha de a,, se pone el signo méas en el intervalo que sigue tras el
primero de derecha a izquierda se pone el signo més, si k,, es un ntimero par, y el signo menos, si
k, es un nimero impar; en el siguiente intervalo de derecha a izquierda se pone el signo, rigiéndose
por la siguiente regla: el polinomio p(x) cambia de signo, al pasar por el punto a,,_1, si k,_1 es un
nimero impar, y conserva el signo invariable, si k,,_1 es un niimero par; a continuacioén se examina
el intervalo siguiente que va de derecha a izquierda y se pone en él el signo, rigiéndose por la misma
regla; de esta manera se analizan todos los intervalos. La soluciéon de la desigualdad sera la union
de todos los intervalos en los cuales se ha puesto el signo mas.

Pasemos ahora a la resolucion de las desigualdades no estrictas p(x) > 0 o p(x) < 0. Si cier-
to namero zy es la solucion de la desigualdad p(z) > 0, se verificara la desigualdad numérica
p(zo) > 0. Entonces, debido a la definiciéon del signo no estricto de una desigualdad, se verifica
o bien la igualdad numeérica p(zg) = 0, o bien la desigualdad p(zg) > 0. En otras palabras, si el
namero zg es la solucion de la desigualdad p(z) > 0, entonces dicho nimero es o bien la solucion de
la ecuaciéon p(x) = 0, o bien, de la desigualdad p(z) > 0. Esto puede decirse sobre cualquier solu-
cion de la desigualdad p(z) > 0. Del modo analogo se muestra que toda solucion de la desigualdad
p(z) > 0y toda solucion de la ecuacion p(z) = 0 es también la solucion de la desigualdad p(x) > 0.

De este modo, el conjunto de soluciones de la desigualdad no estricta p(z) > 0 representa la
union de dos conjuntos: el de todas las soluciones de la desigualdad estricta p(xz) > 0 y el de todas
las soluciones de la ecuacion p(x) = 0. Analogamente, el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad no estricta p(z) < 0 es la uniéon de dos conjuntos: el de todas las soluciones de la
desigualdad estricta p(z) < 0 y el de todas las soluciones de la ecuaciéon p(x) = 0.

En esto precisamente esta basado el principio de resoluciéon de las desigualdades no estrictas.
Se resuelven primeramente la desigualdad estricta y la ecuaciéon correspondiente después de lo cual
se retinen los conjuntos de soluciones de la desigualdad estricta y de la ecuacion; la union de dichos
conjuntos es precisamente el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad no estricta.



Ejemplo 7.13  Resuelva la inecuacion

T 2 S 8
z—1 a+1" 22-1
Solucién
x(r+1)—2(x—1) 8 x(rx+1)—2(x—1) 8
= — 0
2 -1 >x271 2 -1 x271>

22—z -6>0 = (z+2)(xz—3)>0

Por tanto la solucion de la inecuacion es: z € (—oo; —2) U (3; +00).

Ejemplo 7.14  Resuelva la inecuacion

(z +5)(2? - 1)
z(x + 3)24/49 — 22

>0

Solucién
Estableciendo las condiciones del problema, tenemos:

@451 (z+5)@ — 1)
z(z + 3)2 = x(z + 3)2
49 — 22 >0 2 =49 <0

>0

x € (—oo; =5)U(—1; 0) U (1; +o0)

z(z + 3)2 (-7 7)

(z+5)(z—1)(z+1) 50 {
=
(x+T)(x—7)<0

Hacemos la interseccion entre estas dos soluciones y obtenemos la solucion general de la inecuacion:
e(=7, -5 U(-1; 00U(1;7)

7.7. Tarea

1. Resuelva las inecuaciones:
a) ot — 723 + 827 + 28z — 48 < 2% — 52 4 6;

b) oz + 723 + 2% — 632 — 90 < 2% + 22 — 15;
c) (2% —16z)* — 63 > 2(2* — 16z);

d) (222 +2x)(x —2x+1)(3x3+7x—10)>0;
e) (22 —4)(a? —4x+4)(w —r—2)<0;

f) 2t - x3+x 1>22 -1,

g) 2% —2®—2?+1<48 +1

h) x2+2m+7>(4+2m+x)(3+2x+x2);

i) z(2®+3z—4) > 72° — 1827 + 62 + 5;

i) (32® —dx + )(4x4—5x3+x2) <0;

k) (227 — 3z — 14)(22% 4 11z + 14) < 0;

) (2% +4a —45)(32% — 1da — 5)(z + 1) < 0;
m) (3z — 2?)(x +42® + 5) < 2(x + 42 + 5);
n) 2 4523 4522 -5 —6> 22+ — 2
o) (2® +10x +25)(25 — z?) > 0;

p) 2% — 523 452 —2>22% — 5x +2;



q) (32® —24)(22% 4 62 — 20) > 0;
4—

r) 2x2 e (2?22 4+1) <0;

s) (2% —da —12)(z® — Tz —6) > 0;

t) (x +4)(x+2)3(x71)(27x)2(x273x+5) > 0;
u)  (9-2H)(2? =22 -3)(z+8) >0;

v) (Bzr—2)(z—1)<27+3(x—3)*-6(3x+1);
w) (x—1)(z-3)(x—4)(z—6)+8>0;

x) (6% —2* +1)(2® + 2* + 102 + 10) < 0;
y) (2% =3z +2)(2? — 5z +6)(1 — 2?) < 0;
z) (522 —x —4)(2® — 1)(z — 10) > 0.
Resp: a) z¢c[3; 1+V10]U[l—V10; 2J;

b) ze€ l—sy —*/5;5 U —5_2‘/5; 3];

c) € (—oo; \/ﬁ]U[S V57, 84+ V57U [8 + V73; 4+00);
d) ze(=1; 0)U(l; +00);

e) z¢€[-2 —1JU{2};

f) (—oo 1] U[0; 4o0);

2 [ - Hf U (—oo; —1];

h) z=-1

. 15— 15 ++/345

) ( ) o (s )

i) L }u{o 1)

k) ze€ (—2, 2) — {-2};

) ze(-o0; —9JU [—1; —:ﬂ U {5};

m) 2z € (—oo; 1JU[2; +00);

n) wE( 00; —2— V2] U[-2; =2+ V2] U[L; +00);

o) € (—5; 5)

p) =€ (o0 —\/U{ } [2; +00);

q) € [-5; +00);

r) z€(-00 \/E)U(\/E7 +00);

9 rel 13U foo) Ul 2):

t) ze (-4 *2) (1; +00);

u) me(_ —486] [=3; —1Ju {3}

v) z€ (—oo, 31)

w) e (—oo; 7_2m U[2; 5] ”f; )
1
2



4.

z) xz€ (—oo; —:) U (10; +00).

Resuelva las inecuaciones:

22 (x —2)3(x + 3)

a) @1y > 0;
(x+5)(m—\[)( +\[)
b) @r—3(z+5)
c) 223 — 522 + 22 < 0;
22 — 3z —
9 13 —3552 —1482 20;

Resuelva el sistema de inecuaciones:

522 462z —8 <0
522 +6x+8>0

3—x<0,5+2x

a){

b) N ;
24x>T7x+1,5
22 +y? >4

c) r—1>0 ;
y—1<0

d) r—1>1-3x :
3r+2<7

¢) 4(1 —2z) < 3(1+3z)
1—7x > —6x ’
24

) <0 :
3zc+2x—-52>0
422 -9 <0

g) ;
r—15>0
2 2_0

h) oty :
|+ [yl <1
922 + 25y% — 255 < 0

i) 3r+5y—15<0 ;
y+2>0

4 1
Resp: a) 72<:z:<3, d) 3
f) —2<m§—g,1§m<2.

<

Resuelva el sistema de inecuaciones:

T

<

5
3

(z—3)(xz+2)
-~/ 7 1.
x2—1 < b
(=13 +2)*(z —
x2(x—17)3
3x+4 <0
2 -3z +5 ’

3)5(z + 6)

< 0;

22+ 492 —16 >0
y+3>0 ;
r+y—2<0
22— 42 —4>0
dr+3y—12<0
922 — 16y% + 144 > 0
20 —y—6<0 ;
3x+y+12>0

y? — 10z <0

5 —3y—15<0
y—2<0

¢+ 8y <0

20 +3y+6<0 ;
1622 — 9y? > 144

{324-14
{m <64<1 ’
» |

o {i

J)
k)

)

)

3z—6
x+2 >0
—52% +62%)(1 —2%) >0

x® > 10023

(z49) (bz—=x —18)
T 22—18z+48 >0

)

1
— <z <1

; e) 7



T+y<6

a) (y<5 ;

x> -1 d)
y—x <2
x + 5y > 10
T+ 2y <16
20 +y <20
z+y<9

)

b)

r—y <0
rz+2y <16
x>0

)

Resuelva las inecuaciones:

(x+3)(3x —4)

a) oo (e +5)(x + 37 §20;
b) V100 — z2(xz + 4)(x + 3) <0;

x2(x —2)
23 + 622 + bz — 12

) G sr - 13— 22 1)
Vr+T7(z+5)(x—1)? -0
(3—a2)(x—6)(x—5) —

Sx+2y—10>0

4
Resp: a) (J:;éﬂ—3<m§3)Ux<—5;

b) z#-3Nz#A0N—-4<z<2

13
c) x;«é2ﬁ—1<x<>u—4<x<—3;

5

d —-V3<z<V3US<z<6U-T<uz<-5;

T+ 2y > 80

e) x<—2U\/§§$<2U—\/§§$<—1U0§x<1;

5
f) (#-3Nnz<-2)u-l<z<

1
g) f§<x<0Ux§72Uz>5;

r—y—2<0 f) 3x+2y > 160 ;
3z +4y <0 ; r+y <70
x>0 22 +y < 18
y=>0 2x + 3y < 26
z+y <120 g) z+y <16
3y—x<0 x>0
x < 100 ’ y>0
y > 100
e) :c—2_x—|—2 x—l_z—l—lzo;
r+2 x—2 x+1 x-1
£) (2% — 52 + 2)(z + 3)*(z — 2)? - 0;
x4+3a:23+3x2+3x+2
) (z 4+ 2)(z* —z + 3) > 0;
<0 z(2z 4+ 1)(z — 5)
3 7 6
h < .
) a:+1+x+2_x—1
— /17 54+ V17
5 Uz > +2 ;

5
h) $<—2U—Z§CL‘<—1U1<$§5.



Capitulo 8

Funciones algebraicas

8.1. Funciones

Las funciones juegan un papel muy importante en mateméatica. Una precisa definicion es la
siguiente.

Definicion 8.1 Funcién

Sea f una relacion de A en B. Entonces [ es una funcion de A en B, denotado f : A — B y se
lee (f es una funcion de A en B) si y sdlo si

a) Dom(f)=A.

b) VzeAVy,ze B [(z,y) € fA(x,2) € fl>y=2

En palabras, lo anterior dice que si f es una relacion de A en B tal que para cada x € A existe
exactamente un y € B tal que (z,y) € f, entonces f es una funcion. Es decir, una funcion es una
relacion en la cual no hay dos parejas ordenadas que tengan el mismo primer miembro y diferentes
segundos miembros. La condicién a) garantiza que para cada x € A existe al menos un tal y y la
condicion b) garantiza que hay a lo mas uno. Asi, tomados juntos, hay exactamente uno.

Esta definicion requiere que para cualquier valor de x del dominio exista uno y sblo un corre-
spondiente valor de y. En contraste, una relacién no tiene esta estipulaciéon y puede tener mas de
un valor en la imagen correspondiente a un valor del dominio. Asi vemos que una funcién es una
relacion, aunque una relaciéon no necesariamente es una funcion.

Si f es una funcion de A en B entonces la propiedad funcional de cada = € A relacionado a
exactamente un y € B permite el uso de la notacion funcional y = f(x).

Como ejemplos de relaciones que son funciones y algunas que no lo son, consideremos los
siguientes:
A=1{1,2,3,4}, B={1,2,3,4,5}, f={(1;2);(23);(3;4); (45)}

g =1{(1;2); (1;3);(2;4); (3;5); (4,5)}, h={(1;1);(2;2);(3;3)}.

Entonces f, g y h son relaciones de A en B, pero solo f es una funcion; g no es funciéon ya que
(1, 2) y (1, 3) son elementos de g. Tampoco h es una funcion ya que Dom(h) = {1,2,3} # A. Ob-
servemos que f tiene una simple forma y puede ser descrita por una formula: V z € A, f(z) = z+1.



La mayoria de las funciones conocidas en calculo son dadas por una féormula. Sin embargo esto
no es necesario y, en general en matematica, las funciones no estan dadas por formulas.

Usaremos las siguientes notaciones y nombres cuando trabajemos con funciones.
Sea f: A— By (x,y) € f entonces escribimos y = f(z).

Observe que el nombre de la funcion es f y que f(x) no es el nombre de la funcién sino un
elemento de B.

Si y = f(x) entonces decimos que y es la imagen de x y que x es una preimagen de y.

Observe que se usa la cuando se habla de imagen y se usa una cuando se habla de preimagenes
ya que un elemento de B puede tener varios elementos de A relacionados. Ya que f es una relacion
se puede hablar de su dominio e imagen, componer f con otras relaciones y analizar su inversa.
Note que aunque Dom(f) = A, no necesariamente es I'm(f) = B. De esta manera es conveniente
tener también un nombre para B. Usualmente se le denomina codominio de f.

El siguiente resultado es 1til para determinar cuando dos funciones son iguales.
Teorema 8.1  Sean f: A— B yg: A— B. Entonces f =g si y solo siVx €A, f(x) =g(z).

Existen ciertas propiedades que las funciones pueden o no tener. Si estas propiedades son usadas
frecuentemente entonces requieren nombres. Algunos de estos son dados en la siguiente definicion.

Definicion 8.2 Inyectividad

Sea f: A — B. Entonces:

a) Se dice que f es uno a uno (o f es inyectiva) si y sélo si ¥V w,z € A, f(w) = f(2) implica
w=z.

b)  Se dice que f es sobre (o f es sobreyectiva) si y solo si Im(f) = B.

c) Se dice que f es biyectiva (o biunivoca) si y sdlo si f es a la vez uno a uno y sobre.

Recordemos que ya que funciones son relaciones, ellas tienen inversas que son relaciones. Asi,
podemos hablar de la inversa de cualquier funcién, pero no hay razén para esperar que esta inversa
sea también una funcion. En este sentido las funciones biyectivas son importantes, ya que ellas son
exactamente aquellas funciones cuyas inversas son también funciones.

Teorema 8.2 Sea f : A — B una funcion. Entonces f~1 : B — A es una funcion si y sélo si
f es biyectiva.

Se observa que el hecho que f es 1 - 1 implica que f~! tiene la propiedad de funcién y que
f~! sobre implica que Dom(f~!) = B. Asi, si f: A — B es tal que f es 1 - 1 pero no sobre B,
entonces f~! es una funcion de Im(f) en A pero no es una funcién de B en A.

Sif:A— Byg:B— C entonces (go f) : A — C denota la composicion de f y g.

Si(go f)(z) = z, entonces (z,2) € (go f), lo cual significa que existe y € B tal que (z,y) € fy
(y,2) € g. Luego, f(z) =y y g(y) = z. Por lo tanto, z = g(y) = g(f(z)) o (go f)(z) = g(f(x)), que
es la notacion usual. Ya que las funciones son relaciones se pueden componer y, en consecuencia, los
resultados para relaciones valen para funciones. Asi, si f, g son funciones con dominios e imagenes
apropiadas, entonces (go f)~' = f~log~! aunque (go f)~!, f~! y ¢g~! pueden no ser funciones.



Teorema 8.3 Sean f: A— B yg: B — C biyectivas. Entonces (go f) : A — C es biyectiva.

Para mostrar que f es 1 - 1 se debe probar que distintos elementos en el dominio tienen
distintas imagenes y para mostrar que f es sobre se debe probar que cada elemento de B tiene una
preimagen.

Ejemplo 8.1  Demuestre que f : R — R dada por f(z) =ax + b, a # 0, es biyectiva.
Soluciéon

Primero una prueba directa que f es 1-1. Sean z,y € R con f(z) = f(y). Entonces ax +b = ay+b,
lo cual implica que ax = ay. Ya que a # 0, se tiene x = y y por lo tanto f es 1-1.

Una prueba contrapositiva podria ser: Sean z,y € R con x # y. Entonces ya que a # 0, ax # ay.
Luego se tiene ax +b # ay+ by asi f(z) # f(y).

Para mostrar que f es sobre, sea z € R. Entonces Z%b es también un elemento de R, ya que a # 0

f(Z;b>—a<Z;b>+b—z—b+b—z

z—b
a

luego f es sobreyectiva. Observe que la eleccion de fue el resultado de resolver la ecuacion

f(z) =azx + b=z para z.

Teorema 8.4 Sean f: A— B yg: B — C biyectivas. Entonces (go f)™1:C - AyVareC

(go /)~ M) =(fTrog )(x) = (g7 (2)).

Observemos que la relacion identidad en A, I4, es una funciéon de A en A que llamaremos
funcién identidad. Usando una notacion funcional, I4(z) =z, V = € A.

Teorema 8.5 Sea f: A— B. Entonces

a) fols=f.

b) IBOf:f.

c) Si f es biyectiva entonces f~tof =Iq y foft =1Ig (oVaxe AfHflx) =ay
Vae B f(f\(x) = ).

Definicion 8.3 Imagen de una funciéon

Sea f: A — B. SiC C A entonces se define f(C) = {f(z)/x € C}. Si D C B entonces
YD) ={z/f(z) € D}. f(C) se llama la imagen de C y f~*(D) la preimagen de D.

}, B={1,3,5} y f es dada por f(1) =1,
L

Ejemplo 8.2 Sea f: A — B donde A=1{1,2,3,4}, B
= {15}, f({1,2}) = {1}, f~*({1}) = {1,2},

f(2) =1, f(3) =5, f(4) = 5. Entonces f({1,3})
{4 = o.

Teorema 8.6 Sea f: A— B y sean C C D C B. Entonces f~1(C) C f~Y(D).

4
{

Un elemento de una relacion es una pareja ordenada de niimeros reales y las coordenadas de
un punto en un plano coordenado también es una pareja ordenada de ntmeros reales. Esto nos
conduce a asociar un punto P(z,y) de un plano coordenado con el correspondiente elemento (x, y)
de la relacion.

Definicion 8.4  Grafica de una relacién
La grdfica de una relacion es el conjunto de puntos de un plano coordenado cuyas coordenadas son
parejas ordenadas de una relacion.



Ejemplo 8.3  Dibuje la grifica de la relacion
= {(_27 _1)7 (37 3)7 (17 _2)7 (_27 1)7 (17 2)}

Soluciéon

La grafica de la relacion consiste de los puntos marcados en la figura. Esta relacién no es una
funcion, puesto que (-2, -1) y (-2, 1) son dos parejas ordenadas de f que tienen el mismo primer
elemento aunque los segundos elementos son diferentes.

Definicion 8.5 Grafica de una ecuacion
La grdfica de una ecuacion en x yy es el conjunto de todos los puntos del plano coordenado cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion.

Ejemplo 8.4  Grafique la relacion

f=A(z,y)/y =2+3x—2*}.

Soluciéon

Para encontrar las coordenadas de los puntos de la grafica, usamos la ecuaciéon dada. Si se asigna
un valor a x, entonces se obtiene el tinico valor de y. Asi si x = 0, entonces y = 2. En consecuencia
(0, 2) son las coordenadas de un punto de la grafica deseada.

(a) Y & B
(L) @3
E2 1y *
x e
(-2.-1) (1) %

El término funcién suele utilizarse en la vida diaria, como cuando se dice que la conducta de
los precios recientemente ha sido una funcion de los ultimos escrutinios. El concepto de funciéon
aparece también en las matematicas y es, de hecho, uno de los conceptos méas importantes de esta
ciencia.

Definicion 8.6 Funcién
Una funcion es una regla que asocia con cada elemento de algin conjunto D mo vacio uno y sélo
un elemento de otro conjunto C.

El conjunto D que aparece en la definicion de funcién recibe el nombre de dominio, y el conjunto
C recibe el nombre de codominio o recorrido. Supdéngase que x € D es un elemento del dominio. El
elemento y € C asociado con z por la funciéon reciben el nombre de imagen de z. La caracteristica
esencial de una funcion es que cada elemento x € D tiene una y s6lo una imagen en C'. De este
modo, no puede haber dos elementos diferentes de C' asociados con un solo elemento x del dominio.
No tiene que ser cierto que todo elemento de C es la imagen de algtin elemento de D. Puede haber
elementos en C que no sean imagen de ningtn elemento de D. Cabe hacer mencién de que no todos



los matematicos definen el codominio como se ha hecho aqui. Algunos definen el recorrido como el
subconjunto de C' que contiene todas las imégenes de los elementos de D. En esta terminologia, C
no tiene nombre especial. La terminologia anterior y la utilizada en este texto difieren solamente si
C tiene uno o méas elementos que no son imagen de algin elemento de D. En este texto trabajaremos
con un tipo de funciones llamadas funciones reales de una variable real.

Definicién 8.7 Dominio de una funcién
Se llama dominio de una funcion, el conjunto de los valores reales del argumento en los cuales la
funcion toma valores reales.

Definicion 8.8 Funcidn real de variable real

Una funcion real de una variable real es una regla que asocia a cada nimero real x de un conjunto
D C R, un dnico nuimero real f(x), llamado imagen de x bajo f. Una funcidn tal se denota con
f:DCR—=R.

Si x es cualquier elemento del dominio D, existe entonces un elemento y del codominio C,
asociado con z bajo la funcién f. Para indicar lo anterior puede escribirse y = f(x) que se lee y
es la imagen de x bajo la funcién f. A la derecha se escribe el simbolo de la funcién y luego, entre
paréntesis, el simbolo que representa el elemento tipico de D. A la izquierda se escribe el simbolo
que designa la imagen del elemento de C'. Los simbolos estan unidos por el simbolo de igualdad.
Este simbolismo suele utilizarse para designar a toda la funciéon f, de modo que puede hablarse de
la funcion y = f(z). El simbolo y = f(x) se utiliza entonces con dos propositos diferentes. Designa
la funcién completa f y también que y es la imagen de algiin punto x en particular. Este doble uso
normalmente no causa confusiéon, pero en ciertos casos puede suceder, y por lo tanto debe acudirse
a algin simbolo especial para designar toda la funcion.

Ejemplo 8.5  FEscribir la funcion que exprese la dependencia entre el radio r de un cilindro y
su altura h stendo el volumen dado V = 2.

Solucién

Sabemos que el volumen del cilindro es V' = 7r2h. Como es volumen es dado y es igual a 2, entonces
2 = mr2h despejamos r y obtenemos

7‘2—i = T i
~ 7h -~V rh
r
Ce———
I [
a
RS b

Ejemplo 8.6  Fapresar la dependencia entre la longitud b de un cateto de un tridngulo rectdn-
gulo y la longitud a de otro lado, siendo la hipotenusa constante e igual a ¢ = 3.
Solucion

Por el grafico tenemos que 2

= a?+b?, como ¢ = 3, entonces 9 = a? +b%. Despejando b, obtenemos

P=9-a2 = b=+9—a2



Ejemplo 8.7  Una torre tiene la siguiente forma: Un cono circular recto truncado cuyos radios
de base son 2R y R y cuya altura es R, sostiene un cilindro de radio R y de altura 2R. Este ultimo
sostiene, a su vez, una semiesfera de radio R. Exprese el drea S de la seccion transversal de la
torre como funcion de la distancia x que media entre la seccion y la base inferior del cono.
Solucién

Sabemos que

R2
S, = % Sy = 4R?, S5 = 3R2.

Como la altura total es hr = 2x = 4R, entonces

2

x x
R=> = R*="-
2 4

El area total es B2
Sy =51+ 82+ 853 = %+4R2+3R2 = (g+7)R2

Por tanto el area total es

K —A—
—— e — ey

Ejemplo 8.8  Una esfera de radio R lleva inscrito un cilindro. Hallar la dependencia funcional
entre el volumen V' del cilindro y su altura x.

Solucién

Sabemos que el volumen del cono es Vi = 72z, haciendo una relacion de triangulos, tenemos que

2 2
R2:r2+(£> = R2:r2+%

De esta manera obtenemos el volumen del cilindro en funciéon de la altura z:

2
Vc:7r<R2—z>x.

Ejemplo 8.9  Un cilindro circular recto estd inscrito en una esfera si la circunferencia de las
bases del cilindro estd sobre la superficie de la esfera. Si la esfera tiene radio R, expresar el volumen
del cilindro en funcion del radio v de su base.



Solucién
La figura indica que 2h es la altura del cilindro, entonces

h=+vR2—1r2

y el volumen pedido es

V=r-r"2h = V=2m*/R2 12

7
e l

Ejemplo 8.10 Una lata cilindrica cerrada tiene radio r y altura h:

a) Siel drea de la superficie S de la lata es una constante, exprese el volumen V de la lata en
funcion de S y r.

b)  Si el volumen de la lata es una constante, exprese el drea de la superficie S en términos de
Vouyr.

Soluciéon

a) Sabemos que la superficie del cilindro se calcula con la féormula S = 27wrh. El volumen del
cilindro es V = 7r?h. Para expresar el volumen del cilindro en funcién de r y S, hacemos que

2 1
V:§7rr2h:§-r-27r7"h

Reemplazando la férmula de la superficie en el volumen, obtenemos
1
V==rS
5"

b) Del inciso anterior, despejamos S

1 2V
V=zr§ = §=—.
2 r
La dependencia funcional de cierta magnitud y en funcién de otra x significa que a cada valor de
x corresponde un valor determinado de y. En estas condiciones, la magnitud x es llamada variable
independiente e y, funcién de esta variable. En determinadas ocasiones x es llamada argumento de
la funcion.

Asi pues, el dominio de existencia de una funcién se determina por la propia ley que define la
funcién, mientras que el dominio de definiciéon de la misma se prefija por las condiciones o por el
sentido del problema a resolver, es decir, el dominio de definicién de una funcién lo puede constituir
cualquier parte del dominio de existencia de la funcién, o bien los dominios mencionados pueden
coincidir completamente. De esta manera, siempre cuando se diga que estd dada una funcion
y = f(z), se considera que ya esta prefijado también su dominio de definicion Dj; este tltimo o



bien se indica explicitamente o bien existe el dominio de existencia de dicha funcién. En lo que
se refiere al codominio de la funcion y = f(x), éste se calcula en base al dominio de definicion ya
prefijado. El dominio de y = f(z) puede visualizarse proyectando la grafica sobre el eje de las X;
la proyeccion de la grafica sobre el eje de las Y nos da el codominio.

Ejemplo 8.11  FEscriba el drea A de un rectangulo de 140 m de perimetro como funcion de la
longitud x de la base.

Solucién

Como se indica en la figura, sea y la altura del rectangulo. Entonces, su area estard dada por
A = zy. Para eliminar y y obtener A como funcién de x sola, usamos el hecho de que el perimetro
del rectangulo es 2z + 2y = 140, asi que y = 70 — z. Por lo tanto, la ecuacion del area produce
A=2z(70 —z).

Ademas de esta ultima formula, debemos especificar también el dominio de la funcién A. Sélo
los valores = > 0 produciran rectangulos efectivos. Por razones similares, tendremos la restriccion
y > 0. Puesto que y = 70 — x, se sigue que x < 70. Asi es que la definicion completa de nuestra
area es

A(z) =2(70 —z), 0 <z <70.

Ejemplo 8.12 A una esfera de radio v se circunscribe un cono. Encuentre la dependencia
entre el volumen V de dicho cono y su altura; indique el dominio de la funcion obtenida.
Solucion

Por el grafico podemos ver que

H=2r+y = y=H-2r
Por el teorema de Pitagoras tenemos

(y+r)?=a?+r* = 2=/ (y+r?2—1r2 = =+ H22Hr
Haciendo una relacién de triangulos obtenemos

T _r o R:r(2r—|—y)
2r+y R T

Sabemos que el volumen de un cono es V' = %WRQH . Reemplazando en esta féormula, los valores
obtenidos anteriormente, tenemos

1 H 2 23 2 2
Vw(r) H = V:wri = V .=

3" \ViH2 _ 2Hr 3 H? —2Hr T3 H-2r

Esta funcion esté definida, cuando H — 2r # 0. De esta forma podemos deducir que el dominio de
la funcién es H € Rt — {2r}.



Ejemplo 8.13 Una esfera de radio R lleva inscrito un cono recto. Hallar la dependencia
funcional entre el drea de la superficie lateral S del cono y su generatriz . Indique el dominio de
esta funcion.

Solucién

Haciendo la relacién de triangulos, obtenemos

Rth 2 r _ 2[R+h

5 R y T R x?
x
Aplicando el teorema de Pitagoras, tenemos

x? 2 x4
2 =(R+h)?*+r* = x2:<R+2R—R> +r? = =22 - =

El area de la superficie lateral del cono en funcién de su generatriz x es A = wrz. Reemplazando
los valores encontrados anteriormente, tenemos

2 AR222 _ o4
Azﬂ'x\/ﬁ—fﬁ = A=z % = Az%\MLRQ—xQ

Esta funcion esté definida si

R#0 . [r#0 | [R#0
AR? — 22 >0 (z — 2R)(z + 2R) < 0 z € [-2R; 2R]

Por tanto el dominio de la funcion es z € (0; 2R).

Ejemplo 8.14  Un rectdngulo cuyo perimetro fijo es 36 gira en torno a uno de sus lados, S,
para generar un cilindro circular recto. Fxprese el volumen V de este cilindro en funcidn de la
longitud x del lado S.

Solucién

El perimetro del rectangulo esta dado por P = 2x 4 2r. Como el perimetro es igual a 36, entonces

6=2xr+2r = r=18—=z

El volumen del cilindro estd dado por V = 7r?z. Reemplazando r en la férmula del volumen,
obtenemos
V =n(18 — x)*x



Ejemplo 8.15  Para estudiar la tasa a la que aprenden los animales, un estudiante de psi-
cologia realizé un experimento en el que de modo repetido se enviaba una rata a través de un
laberinto de laboratorio. Suponga que el tiempo requerido por la rata para atravesar el laberinto en
la n-ésima prueba era aproximadamente f(n) =3 + % minutos:

a)  ;Cudl es el dominio de la funcion?

b)  sPara qué valores de n tiene significado f(n) en el contexto del experimento psicoldgico?

c) ;Cudnto tiempo se tomd la rata para atravesar el laberinto en la tercera prueba?

d) ;FEn qué prueba atravesd la rata por primera vez el laberinto en 4 minutos o menos?

e) Segin la funcion f, squé le sucederd al tiempo requerido para que la rata atraviese el laberinto
a medida que aumenta el nimero de pruebas? ;Podrd la rata atravesar alguna vez el laberinto en
menos de tres minutos?

Solucion

a) Sabemos que
_ 3n+12

12
f(n)=3+; = f(n)=
Para que esta funcion este definida, hacemos que n # 0, por tanto el dominio serd n € R — {0}.
b) Como no pueden existir pruebas negativas, n debe ser mayor que cero, es decir n > 0.
c¢) Haciendo n = 3 en la ecuacién original, obtenemos

12
f8)=3+ 3= 7 minutos
d) Haciendo que f(n) < 4, entonces
3n + 12 <4 = 3n+12A4§0 N n—12 >0
n n n

De aqui deducimos que n > 12. Es decir a partir de la prueba 12, la rata atravesara el laberinto
en 4 minutos o menos.

e) A medida que el namero de pruebas aumenta, la rata disminuye el tiempo en que atraviesa el
laberinto. Es imposible que la rata pueda atravesar el laberinto en menos de 3 minutos, por cuanto
la desigualdad obtenida tendria la forma

3n+ 12
— <
n

3n + 12

12
3 3<0 = — <0
n

lo cuél es un absurdo, porque n tendria que ser negativa, lo cual no es posible por el inciso b).

Ejemplo 8.16  Suponga que durante un programa nacional para inmunizar a la poblacion con-
tra cierto tipo de gripe, los funcionarios de salud publica encontraron que el costo de vacunar al
z % de la poblacion era aproximadamente f(x) = 2%%%3 millones de dolares:

a) 4Cudl es el dominio de la funcion f?

b)  gPara qué valores de x tiene f(x) una interpretacion prdctica en este contexto?

c) +Cudl fue el costo de vacunacion del primer 50 % de la poblacion?

d)  ;Cudl fue el costo de vacunacion del seqgundo 50 % de la poblacion?

e) s Qué porcentaje de la poblacidn se habia vacunado después de una inversion de 15 millones
de dolares?

Solucién

a) Para que esta funcion este definida, hacemos que

200—x#£0 = x %200



por tanto el dominio serda z € R — {200}.
b) Como f(z) no puede ser negativa, entonces 0 < z < 200.
c) El costo de vacunacion del primer 50 % de la poblacion esta dado por

150-50  150-50
£(50) = - 5 =

T 200—50 150 50

Por tanto, cuando se ha vacunado el 50 % de la poblacion el costo es aproximadamente 50 millones
de ddlares.
d) Para calcular el costo de vacunacion del segundo 50 % de la poblacion, hacemos f(100)— f(50),

es decir 150 - 100 150 - 100
F(100) = f50) = 555706 ~ %0 = 100

es decir, se invierten 100 millones de délares.
e) Para calcular el porcentaje de vacunados, con una inversion de 15 millones de dolares, hacemos
lo siguiente

— 50 = 150 — 50 = 100

150z

1 =
g 200 — x

3000 — 15z = 150x = 165z = 3000 = =z~ 18,18

Es decir, se vacunaron aproximadamente el 18.18 %.

Ejemplo 8.17  De acuerdo con la ley de Boyle, la presion p (libras por pulgada cuadrada) y
el volumen v (pulgadas cibicas) de cierto gas satisfacen la condicion pv = 100. Supdngase que
50 < v < 150. ;Cudl es el rango de los valores posibles de la presion?

Soluciéon

Si sustituimos v = % en la desigualdad dada 50 < v < 150, obtenemos

1
50 < 100 <150
p
Se sigue que tanto
1 1
50 < 100 = 100 <150
p p

es decir, que tanto p < 2 como p > % Entonces, la presion p debe pertenecer al intervalo cerrado
[2/3; 2].

Ejemplo 8.18  El gerente de una tienda de muebles compra refrigeradores al precio de mayoreo
de § 250 cada uno. Sobre la base de experiencias pasadas, el gerente sabe que puede vender 20
refrigeradores al mes a § 400 cada uno y un refrigerador adicional al mes por cada reduccion de §
3 en el precio de venta. Ezxprese la utilidad mensual P como funcion del numero x de refrigeradores
mensualmente vendidos.

Solucién

Interpretemos el enunciado del problema con el significado de que el precio de venta p de cada
refrigerador es impuesto al principio de cada mes y que todos los refrigeradores se venden al mismo
precio. Puesto que el precio de mayoreo es de $ 250 cada uno, la utilidad en la venta de cada
refrigerador es p — 250, y, por lo tanto, la utilidad mensual total P de la venta de x refrigeradores
estara dada por P = z(p — 259). Para expresar P como funcion solo de x, tenemos que eliminar la
variable p. Sea n el numero de reducciones de $ 3 hechas al precio de venta original, de modo que
p = 400 — 3n. Entonces, se pueden vender n refrigeradores méas (es decir, més que los 20 originales)
y por lo tanto x = n + 20; es decir n = x — 20. Por lo tanto, deducimos que

P =400 — 3(x — 20) = 460 — 3a.



Mediante la sustitucion de este valor de p en la ecuacion P = z(p — 250), obtenemos la formula
P =2(210 — 3z) = 3z(70 — x)

para la utilidad mensual total P como funcion del nimero = de refrigeradores vendidos al mes.
Para concluir, debemos encontrar el dominio relevante de valores de x.

Por cierto, z > 0. Por otra parte, seria inaceptable una utilidad negativa, por lo que z < 70. En
consecuencia, la descripcion completa de nuestra funciéon utilidad es

P(z) =3z(70 —x), 0 <z <T70.
Ejemplo 8.19  Determine el dominio de la expresion:
L e I N A
22 —b5x+4  a2—-3zx+2 S Ve—=z 1—2x — 22’
vz —1 x

) SO = T ey
Solucién

a) La expresion esta definida si se cumplen las siguientes condiciones

{x2—5x+47é0 :>{(x—4)(x—1)7é0 i{m;&l,x;«é4

22 -3z +2#0 (x—=2)(x—1)#0 x#£1, x#£2

Por tanto, el dominio es z € R — {1,2,4}.
b) La expresion esta definida si se cumplen las siguientes condiciones:

7z 20 75 =0 x € [0; 6]
6 — 0 —6#0 6
1_1337& = gj;c—l7é = x%
=577 2 0 i1 20 ze[-vV2—-1; V2—-1JU[1; 400)
1—2z—2%2#0 224+ 25 —1+#0 z#—V2—-1, 2#V2-1

Por lo tanto el dominio de la expresion es x € [0; /2 — 1) U[1; 6).
c) La expresion esta definida si se cumplen las siguientes condiciones:

2—-1>0 (x—1)(x+1)>0 x € (—o0; —1]U[1; +00)
x#0 = x#0 = x#0
2?2 =22 +2#0 22 =20 +2#0 reR

Por lo tanto el dominio de la expresion es: z € (—oo; —1] U [1; 400).

Ejemplo 8.20  Determine el codominio de la expresion:

r—3
1@ =\ T3 e
Solucién

Para determinar el codominio de la funcién, debemos despejar la variable x:

- xr—3 o2 r—3
Y=\V1 301222 Y T 1 T30+ 222

3y + 14+ /yt —18y2 + 1
xr = 3

20%2% — 3y  + D+ (¥ +3) =0 = 1y




Esta nueva expresion esta definida si y* — 18y +1> 0y y # 0. Es decir

{ye<—oo;z—¢5]u[2—¢5; ~1+ V5 U2+ V5; +00)
y#0

Como y > 0, entonces el codominio buscado es (0; —2 + v/5] U [2 4+ v/5; +00).

8.2. Tarea

1. Considere las siguientes relaciones:
R ={(a,b) e Ax AJa=1b} con A=1{1,2,3}; R ={(a,b) e Nz N/2a+b=09}.
R3 = {(a,b) € Az AJadivide a b} si A={1,2,3,4,5}.
Ry ={(a,b) e Ax AJab >0} si A={-2,-1,0,1,2,3}.
Rs = {(a,b) € Az AJa* +b* >3} si A={-1,0,1,2,3}.

a) Determine por extension R;, i = 1,2,3,4,5; b) Determine Dom(R;), Rec(R;);
c) Determine por extension 1.

2. Considere las siguientes relaciones definidas en Z:

R = {(a,b)/a=1b}; RNo={(a,b)/a+a®>=b+b*}; R3={(a,b)/a—b; es multiplo de 3}

Ry ={(a,b)/F c € Z tal que a = cb}; N5 ={(a,b)/Ic € Ztal quea —b=2c}

Determine cuales de las relaciones son: reflejas, simétricas, transitiva, antisimetricas.

3.  Sean las relaciones definidas en R:
R={(z,y)/y =22} y R={(z,y)/y =22}

Determine Ro R y Rt o N.

4. Determine el dominio y la imagen de cada relacién. Diga cuales son funciones:

2 {(ro)y =223} {0y =5
- T o {@n=-51)
{xm/y—Hg} 0 {wn- 5_”5336}

5.  Encuentre el dominio, rango y graficar cada una de las relaciones:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) aylr+y—-2)=z-y+1; i) yP(de —1) = 2*(z - 1);

b) (z+y)?+2z+2y=0; j) 22 +y? -6z +4y+4=0;

c) 2% —-2xy+dr—y=0; k) 22—y?—-120+8y+7=0;

d) zy?+52%y+42® +ay—9=0; 1) 922 +4y? — 18z + 24y + 45 = 0;
e) yi(z?+1)—62%y+at=0; m) 4y* —32% + 8y — 122 — 16 = 0;
f) a4yt —T72% - 3y? + 14 = 0; n) 42%—9y? + 162+ 18y +7=0.

g) ' +a?y? —22%y —ay? +y? = 0;
h) oy —(z—1)%(x—2)=0;

Sea f = (z,3),(2,22),(1,4),(2,1) una funcién, encuentre el valor de x.

Determine el valor de ab si el conjunto de pares ordenados f = {(2,5),(—1,3),(2,2a —
b), (—=1,b — a), (a + b* a)} representa una funcion.

2 b2 2

Si el conjunto de pares ordenados f = ¢ (1,a), | 2, L2 ,(3,a+b),(3,—c) ¢ rep-
bc  ac  ab

resenta una funcion, determine el valor de f(2).

Sea f(z)=v5—x+

una funcién real de variable real, determine su dominio.

1
vV —2

Sean las funciones f(z) = v/9 — 22, g(x) = N Z y h(z) = 2° + 42 + 32% — 2 + 2. Calcule
NS
Dom(f) N Dom(g) N Dom(h).
2 +2r+1
Hallar el dominio de la funcién f(z) = ————.
f(x) i

Encuentre el dominio de la funcién f(z) =14/1 —v1 — .

—1 3—V2—
x + x+31+1.
6—+vx—1 5—=x

Sea f(x) = v4x — a2, encuentre Ran(f) U Dom(f).

Encuentre el dominio de la funciéon f(x) = \/

1
Dada la funcion f : Dy C R — R tal que f(z) = = + 2% — 1. Determine Dom(f)N Ran(f).

Determine el menor valor que toma la funcion f(x) = z(x + 2) + 2 si su dominio es

Dom(f):{xeR/—1<1<1}.

rx—1

3z x€[-23),

Calcule D NR de la fi i0 =
alcule Dom(f) N Ran(f) de la funcion f(z) {IQ, 3<z<5

Determine el rango de la funcion f = { (az, x302> V(2 —4) > O}.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Encuentre el rango de la funcion

2 -9 —-5<x< -3
flx)=qlz+3]-2, 0<x<5
8z—16, z>6

Si f es una funcion lineal de pendiente 8 e intercepto con el eje Y, 5, encuentre el valor de

FO)+ F(=1) + f(1).

Sea f una funcion lineal de pendiente negativa, tal que Dom(f) : (1;2) y Ran(f) : (3;4).
Hallar f(x).

Si la grafica de g(z) = 4(x — 2)(x + 3) intercepta al eje X en los puntos P y Q, entonces
encuentre la longitud del segmento PQ.

Las graficas de 22 +y = 5y o +y = 5 se cortan en 2 puntos, segin ello determine la
distancia entre estos 2 puntos.

Determine el rango de f(z) = |z + 2| — |z — 2|.

V1 - Va2
Determine el dominio de la funcion f(z) = A A
z[|2¢ — 1|] — 2z

2—x
2

Determine el rango de la funcion f(z) = H

], x € (—2;1].

Dada la relacién R = {(x,y) € R?/z — y € RT}, hallar su grafica.

Dada la relacion R = {(z,y) € R?/y < 22 + 1 Ay > 1/2}, hacer su gréfica.
Dada la relacion ® = {(z,y) € R*/,/y < x Ay > x}, hacer su grafica.
Grafique la relacion R = {(x,y) € R?/|2z + y| < 3}.

Dadas las relaciones ®1 = {(z,y) € R?/y?> > 2%} y Ry = {(z,y) € R?/|y| > 2?}. Grafique
R1 N Ry.

Grafique la relacion R; = {(z,y) € R?/|3x — y| + |z + y| < |4z|}.

Dada la relacion R = {(z,y) € R?/|y| < |z, |z| < 3}. Encuentre el ntimero de elementos
del conjunto P= {(z,y) € R/z,y € Z}.



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Dada la funcién f(z) = ma y la circunferencia (z — 2)? + (y + 1)2 = 1. Determine los
valores de m para que la frafica de f tenga puntos comunes en la circunferencia.

Dadas las funciones f = {(3,-2),(1,0),(2,3),(4,1)} v g = {(6,3),(1,2),(4,0),(3,—-1)}.

Determine la funcion f2 + ;
Sif+g9={(1,2),(2,4),3,6)}y f—g=1{(1,2),(2,2),(3,2)}, determine Ran(f? — g?).

Dadas las funciones f = {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5)} v g = {(2,3),(3,4), (4,5), (5,1)}. En-
cuentre f o g e indique la suma de los elementos del dominio.

Dadas las funciones f = {(—2,0),(1,-4),(3,1),(5,2)} y g = {(-2,1),(0,3),(1,4), (2,0), (4,5)}.

Encuentre f o g.

Sean las funciones g = {(1,2),(2,0), (4,5),(3,—1)} v fog ={(1,4),(4,7),(3,1)}. Encuen-
tre la suma de elementos del dominio de la funcién f.

Dadas las funciones f = {(2,1), (-2,3),(1,5),(—3,4),(7,8)} y 9 = {(3,—-2),(—3,1),(7,2),(2,4)}.

Encuentre el valor de

(fog)(3) +3¢%(=3) — (f + 9)(2)]

f(0g(7)

Un estudio ambiental de una cierta ciudad sugiere que el nivel diario medio de monéxido
de carbono en el aire serd de ¢(p) = 0,4p + 1 partes por millon cuando la poblacion sea p
miles. Se estima que dentro de ¢ afios la poblacién de la comunidad sera de p(t) = 8 + 0, 2t2
miles. Determine:

a) El nivel futuro de mondxido de carbono en la comunidad, como funcién del tiempo.
b)  El nivel de monéxido de carbono dentro de 10 afios.

Los biologos han hallado que la velocidad de la sangre en una arteria es una funcion de
la distancia de la sangre al eje central de la arteria. De acuerdo con la ley de Poiseuille, la
velocidad de la sangre medida en centimetros por segundo, que esta a r centimetros del eje
central de una arteria viene dada por la funcién S(r) = ¢(R? —r?), donde c¢ es una constante
vy R es el radio de la arteria. Suponga que para una cierta arteria, ¢ = 1, 762105 centimetros
y R =1,2210"2 centimetros. Calcule:

a) La velocidad de la sangre en el eje central de esta arteria.
b) La velocidad de la sangre equidistante entre la pared de la arteria y el eje central.

Dos rayos, entre los que el angulo es igual a 60°, tienen origen comun. Desde éste, por
uno de los rayos salié una particula a una velocidad v y, pasada una hora, por el otro rayo,
la segunda particula a velocidad 3v. Determine la dependencia entre la distancia entre las
particulas y el tiempo de movimiento de la primera. ;A qué distancia minima se aproximaran
las particulas después de la salida de la segunda de ellas?



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

92.

53.

Dado que 0°C es lo mismo que 32°F y que un cambio de 1°C equivale a un cambio de
1,8 o F, exprese la temperatura Celsius C' en funcién de la temperatura Fahrenheit F'.

Una caja rectangular tiene 125 cm?® de volumen y una base cuadrada de longitud = cm. en
su arista. Exprese el drea A del rectangulo como funcion de x.

Un rectangulo cuya base tiene longitud x esta inscrita en un circulo de radio 2. Exprese el
area A del rectangulo en funcion de x.

Un campo petrolero que contiene 20 pozos ha estado produciendo 4000 barriles diarios de
petroleo. Por cada nuevo pozo que es perforado, suponga que la produccion diaria de cada
uno disminuye 5 barriles. Escriba la producciéon diaria del campo petrolero en funcién del
numero z de pozos nuevos que se perforan.

Un cilindro circular recto tiene un volumen de 1000 cm? y el radio de su base x cm. Exprese
la superficie total A del cilindro como funcion de z.

Ay B parten del mismo sitio. A camina 4 kilobmetros por hora y B 5 kilometros por hora:
a) ;Cuanto caminan en z horas?
b) (Como estan de alejados entre si al cabo de x horas si saliendo al mismo tiempo han
caminado en direccion opuestas?
¢) ;Qué distancia los separa cuando A ha caminado x > 2 horas si van en la misma direc-
cion, pero B sale 2 horas después que A?
d) Por cuantas horas tiene que caminar B para alcanzar a A?

La tasa a la cual la temperatura de un objeto cambia es proporcional a la diferencia entre
su propia temperatura y la del medio que lo rodea. Exprese esta tasa como una funcion de
la temperatura del objeto.

Se consideran las secciones del tetraedro regular ABC' D paralelas a la arista AB y a la
altura DO del tetraedro. Encuentre la dependencia entre el area S de la seccion y la distancia
x entre el plano de la seccién y la arista AB si la altura de la cara del tetraedro es igual a b.
Hallar el valor méximo de S.

Un almacén de discos ofrece la siguiente oferta: si se compran 5 discos compactos, a $ 10
cada uno, pueden obtenerse discos adicionales a mitad de precio. Hay un limite de 10 discos
por cliente. Exprese el costo de los discos como una funciéon de la cantidad comprada.

Un tren parte de la estacion a mediodia y viaja hacia el este a 30 kilémetros por hora. A
las 2 p.m. del mismo dia un segundo tren deja la estacién y viaja hacia el sur a 25 kilémetros
por hora. Exprese la distancia y entre ambos trenes en funcién de t, tiempo que ha estado
rodando el segundo tren.
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Un tren parte de la estacion a mediodia y viaja hacia el este a 30 kilometros por hora.
A las 14:00 horas del mismo dia un segundo tren deja la estacion y viaja hacia el sur a 25
kilémetros por hora. Expresar la distancia d entre ambos trenes en funciéon de t, tiempo que
ha estado rodando el segundo tren.

La tasa a la que se propaga una epidemia en una comunidad es conjuntamente proporcional
a la cantidad de personas que han contraido la enfermedad y al nimero de personas sanas. Ex-
prese esta tasa como una funcién de la cantidad de personas que han contraido la enfermedad.

La tasa a la que las personas resultan implicadas en un escdndalo gubernamental es con-
juntamente proporcional a la cantidad de personas ya implicadas y a la cantidad de personas
involucradas que atn no han sido implicadas. Exprese esta tasa como una funcién de la can-
tidad de personas que han sido implicadas.

En determinada fabrica, el costo de instalaciéon es directamente proporcional al niimero
de maquinas utilizadas y el costo de operacién es inversamente proporcional al nimero de
méaquinas empleadas. Exprese el costo total como una funcién del nimero de maquinas uti-
lizadas.

Se tiende un cable desde una planta de energia, a un lado de un rio de 900 metros de ancho,
hasta una fabrica en el otro lado, 3000 metros rio abajo. El cable ird en linea recta desde la
planta de energia a algtin punto P en la orilla opuesta, y luego a lo largo de la orilla hasta
la fabrica. El costo de tender el cable por el agua es $ 5 por metro, mientras que el costo
sobre tierra es $ 4 por metro. Si z es la distancia desde P al punto del otro lado del rio en-
frente de la planta de energia, exprese el costo de instalacion del cable como una funcion de x.

Un automoévil que viaja hacia el Este a 80 Km. por hora y un camiéon que viaja hacia el
Sur a 60 Km. por hora parten de la misma intersecciéon. Exprese la distancia entre ellos como
una funcién del tiempo.

Se va a construir una caja sin tapa con una hoja cuadrada de cartén cuyo lado tiene una
longitud de 50 cm. Primero, se recortan cuatro pequenos cuadrados, cada uno de los cuales
tiene lados de z cm. de longitud, de las cuatro esquinas de la hoja de cartéon. Después, los
cuatro faldones resultantes se doblan hacia arriba para formar los cuatro lados de la caja, que
tendra una base cuadrada y una profundidad de z cm. Exprese el volumen V' como funcién
de x.

Una escalera de 25 metros de largo se apoya contra una pared vertical, estando su pie a
7 metros de la base de la pared. Si el pie de la escalera se aleja de la pared a razoén de 2
metros por segundo, expresar la distancia y del extremo superior de la escalera sobre el nivel
del suelo como funcion del tiempo ¢ durante el movimiento.

Una lancha de motor que navega = km/h en aguas tranquilas, se encuentra en un ri6 cuya
corriente es de y < x km/h:
a) ;Cual es la velocidad de la lancha subiendo el rio?



b) Cuél es la velocidad de la lancha bajando el rio?

c¢) ;Cuanto sube la ancha en 8 horas?

d) ;Qué tiempo tarda la lancha para bajar 20 km. si el motor se para a los 15 km. del
punto de partida?

63.  Una pelota se deja caer desde el tejado de un edificio. Si su altura respecto del suelo medida
en metros, después de t segundos viene dada por la funcion H(t) = —16t% + 256. Determine:
a) (A qué altura estara la pelota después de 2 segundos?
b) ;Qué distancia recorreré la pelota durante el tercer segundo?
c) (Cual es la altura del edificio?
d) ;Cuando llegara al suelo la pelota?

64. Dada f: R — R, determine el dominio de las expresiones:

f(a) = YB1e - vI0+2r B e
R Y/ (e TR n) @)=
b) f()_\x+2|+1—2x—2x2’ B YT T3 .
T wro -1 ) )= = ey
O fla)= YR D) flo) = Y=L
) f@):ﬂSﬁZﬁEH; a) f(x)Z%;
I s L V-V
T+2yr+1 r) f(z)= N ;
¢ _ w4 Vit —a §1
A ) 9 )=
_ VTS NeES R
g) f(a:)—x_\/m, t) f(z):m;
1 — 2?2
b @)= s W ) =
. T 2 = o
) fla)=_5—+ v) f()%;
i) f(x)_@. T e
J S l—Vz -1 w) f(a:):m;
R = Y s VT
Vst — 17T -z 24+3-z
) f@ 2 y) f(x)_VfZHx’
IR . GRS Y
et ) 5 _\/m—x\/f'

65. Dada f:R — R, determine el dominio de las expresiones:
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a)  f(z)= 9“””2_2 xz_x4; i) flz)= 'xfifl'xﬂs
2 —
b _ @431 j) f(z):—mw’.
A vt VaTral ’
&) fl)= Ve K @) = ;
Vi+1l—vVaZ+1 vt =14+ -1
IO e ) @)= YR,
S VI—z+ VIt Va? 3¢ -2
R m)  f@) = [
vVvr+1
f) f(x):—é?)—x—xﬁ. n) f(z) x3+x—\/5;
A+2e—1" x+2+1\/x+1
o) f(z) = Va+r+1-2—x o) f(z)= CEETEraE
r+3 ’ Ay
CVASa+1 p) fla)= VP VItl
h) f(x)*z_g\/m’ l'-’-].—\[yg
Dada f: R — R, determine el codominio de las expresiones:
1 3 — g2
a) fl@)=z+—; 1) f(x)—3+;,
b)  f(z)=va*+ 1 m)  f(z) =iz — 2%
O fla) =y 2t w) )=V e
d 7x2+§:1772 °) f(x):2x213$—2’
>) f<(z> e P 0= 50 g
e flx) =+Vx? +2x+2; x T —
0 fa) = Q) )=,
2+xz 3z —:—17x4—6
8 =" n 1= (25):
h) ) = 423;2_1’ s) flx)=z+vVa2-1;
i) flz)= 219 t)  flz)=2—Va?—2uz;
J) f(m):\/x22—|—2x—1; W fla) =< z?
K)  flz) = T 1+
x4 1
De acuerdo con la ley de Boyle, la presion p (libras por pulgada cuadrada) y el volumen

v (pulgadas cubicas) de cierto gas satisfacen la condicion pv = 800. jCuél es el rango de los

valores posibles de la presiéon, dado que 100 < v < 2007

La relacién entre la temperatura Fahrenheit F' y la temperatura Celsius C esta dada por
F=32+ %C’, Si el rango de temperaturas en cierto dia va de la minima 70°F a la maxima

de 90°F, ;cudl es el rango de la temperatura en gados Celsius?.



69. El periodo T (en segundos) de un péndulo simple de longitud L (en pies) esta dado por
T =27,/ 3% Si 3 < L <4, jcuil es el rango de valores posibles de T'7

8.3. Funcién inversa

Puesto que = no estd determinada univocamente cuando se conoce y, no nos atreveremos a
usar la notacion = ¢(y) y nos abstendremos de llamarla funcién. Tal correspondencia en la que
a cada y puede corresponder ninguno, uno o varios valores de x se llama relacién. El conjunto de
pares (y,x) se denomina relacion inversa de y = f(x) si contiene el par (yo,xo) si y solamente si
Yo = f(xo). La situacion se simplifica mas cuando se seleccionan algunos de los pares a partir de
la relacion, en forma tal que se da origen a una funcién inversa = = g(y).

Definicién 8.9 Funcidén inversa
Se llama funcion inversa de y = f(x) paray en un dominio D, a una funcion z = ¢(y), definida
paray en D, si f(g(y)) =y para cada y € D.

Como para una f(z) fija puede haber muchas funciones inversas, a cada una de éstas se la
llama rama de la funcién inversa.

Toda funcion y = f(z) aplica el dominio de existencia de la funcion sobre el codominio de tal
modo que a cada x del dominio de existencia le corresponde el tnico valor y del codominio. Asi
pues, las funciones pueden dividirse en dos grupos:

1.  Funciones que realizan una aplicacion biunivoca del dominio de existencia sobre el codo-
minio.

2. Funciones que no poseen esta propiedad.

Si las funciones del segundo grupo se analizan no en todo el dominio de existencia, se logra fre-
cuentemente elegir tal dominio de definicién (una parte del dominio de existencia) que la funciéon
aplicara dicho dominio de definicién sobre el correspondiente codominio ya de manera biunivo-
ca. Cabe indicar que cualquier funcion y = f(x) en aquella parte del dominio de definicion D
perteneciente al dominio de existencia de la funcién, donde ella es estrictamente mondtona, es
decir, creciente o decreciente, pertenece al primer grupo. Supongamos que el dominio de la funciéon
y = f(x) es tal que la funcioén realiza una aplicacion biunivoca del dominio D sobre el codominio C.
Entonces, a partir de cualquier y, perteneciente al codominio C, se puede establecer univocamente
el valor de z de dominio D, procediendo de la manera siguiente: en la igualdad f(x) —y = 0 se
considera fijo cualquier y € C'y se busca © € D que satisfaga la igualdad citada. Cada z € D
encontrado se denota con f~!(y). La igualdad # = f~1(y) lleva el nombre de regla inversa.

Definicion 8.10 Funcién inversa

Se denomina funcidn inversa de la funcion y = f(x), x € D, y € C, aquella que se obtiene a partir
de la regla inversa x = f~(y), sustituyendo x por y, e y por x con la sustitucion simultinea del
dominio por el codominio y del codominio por el dominio.

Realizada la sustitucion mencionada, el codominio de la funcion y = f(x) se convierte en el
dominio de la funcién inversa y = f~!(z), mientras que el dominio de la funcién y = f(z) se
hace el codominio de la funcién inversa y = f~1(x). Asi pues, dos funciones, a saber y = f(x)
con el dominio D y el codominio C, y la funciéon y = f~*(z) con C' y D que intervienen como el
dominio y el codominio, respectivamente, donde f(f~!(x)) = z paratodo x € C,y f~1(f(z)) ==



para todo x € D, son tales que una de ellas es inversa de la otra. No siempre se logra encontrar
para cada funcién tal dominio, que se aplique por ella de manera biunivoca sobre el codominio
correspondiente.

Para que una funcion f tenga asociada una funcion g con las caracteristicas anteriormente
mencionadas, es necesario que tenga una propiedad importante: no puede enviar a dos elementos
diferentes de su dominio a la misma imagen. Es decir, no pueden haber z; y x5 en el dominio de
f tales que f(x1) = f(x2). Asi pues, debemos considerar funciones f : I C R — R que tengan la
propiedad de los elementos de su dominio nunca comparten imagenes.

Definicion 8.11 Funcién inyectiva
Una funcion uno a uno es una funcion en la que a cada elemento en el codominio sdlo se corre-
sponde con un elemento en el dominio. Mds precisamente, tales que:

r1,73 €1, 1 #£x2 = f(21) # f(22).
Una funcion que tiene esta propiedad también se le conoce con el nombre de inyectiva.

Debemos observar que la grafica de una funciéon inyectiva tiene una propiedad importante: Si
trazamos cualquier recta horizontal, ésta puede cortar la grafica de la funcién cuando mucho en un
punto. En efecto, tal recta horizontal es del tipo y = yo (constante), de modo que si cruza la grafica
de la funcién es en un punto cuya abscisa x tiene por imagen justamente a y. Siendo inyectiva la
funcién, solamente puede haber un valor de x que tenga por imagen a yqg.

Sea entonces f : I C R — R una funcién inyectiva. La funcién g que deshace las imagenes de f
se llama funcién inversa de f, y se denota con f~1. Observe que esta tltima funcién tendra como
dominio las imagenes de f. Es decir, el dominio de f~! es el rango de f. Y reciprocamente, el
rango de f~! es el dominio de f. La funcién f~! tiene entonces la propiedad fundamental:

(fto f)(x) = f(f(z)) = = para toda x del dominio de f

(fof Hy) = f(f'(y)) =y para today en el dominio de f~*

BECENEHNE)

for™

Pensemos como podemos hacer para encontrar la inversa de una funcion inyectiva dada y =
f(x). Si en esta formula se nos esta diciendo qué es lo que hace f con = para obtener su imagen
y = f(z), y nosotros buscamos una funcién f~! que a y la regrese a x, lo que debemos bus-
car es qué debemos hacer con la y para obtener nuevamente el valor x. Asi que una buena idea



para conseguir esta funcion es, de la formula y = f(z), despejar a = en términos de y. La formu-
la en la que se muestra x en términos de y es la expresion z = f~!(y) de la funcioén inversa buscada.

Algunas funciones importantes no son inyectivas,
de modo que de ellas no podemos obtener una in-
versa. Sin embargo, es comun que se restrinja el do-
minio de la funcién para que ésta quede inyectiva, y
entonces podamos definir su inversa. Una propiedad
interesante que tienen las gréaficas de una funcién in-
yectiva y de su inversa es la siguiente: supongamos
que (a,b) es un punto de la grafica de la funcion
y = f(z). Esto significa que b = f(a). La funcion
inversa f~! debe ser tal que f~1(b) = a, lo cual sig-
nifica que el punto (b, a) es un punto de la grafica de
f~L. Asi entonces, si (a,b) es un punto de la grafica
de y = f(z), entonces (b,a) debe ser un punto de la
grafica de y = f~1(x). Observe que los puntos (a, b)
y (b,a) estan situados simétricamente respecto de la

recta y = x.

Podemos concluir entonces que la grafica de la funcion y = f~!(z) es un reflejo, respecto de la
recta y = z, de la grafica de la funcion y = f(z).

Ejemplo 8.21 Dada f: R — R, encuentre la inversa:
2
a) f@)=2ta-s% b) [@)= T o) fl)=o— Va1, we (~oo -1l
Solucién
a) Completando cuadrados, obtenemos

9 1
vy=317\*" 73

Con y < % hay dos valores diferentes del argumento, es decir, corta el grafico de la funcién en dos
puntos. Esto significa que la funcion f definida para todo R es no invertible.
b) Para probar que la funcién es inyectiva, hacemos:

22 + 3z 2 + 3z
fl@r) = f(z2) = = - =2 -

2 —b5x1 a5 — 5o

(22 + 3x1) (23 — 5x9) = (22 + 322) (22 — 511) = o1 = a9
Por tanto la funcién es inyectiva.

2 ., . .
Como y = izfg’; , entonces r = %, reemplazamos esta nueva expresion en la original y obtenemos

(5y+3>2 s (5y+3> (5y +3)2+3(5y +3)(y — 1)

_ Ayl y=1) _ (y—1)
5y+3\° 5y+3 (5y +3)* = 5(5y +3)(y — 1)
<y—1> _5(y—1> (y — 1)2

(5y+3)(Gy+3+3y—3) 8y

GBy+3)by+3—-5y+5) 8




De esta manera probamos que la funciéon es sobreyectiva. Como la funcion es biyectiva, entonces

la funcioén inversa esta dada por
5 + 3

rz—1

g(z) =

c) Probamos que la funcion es inyectiva:

flx1) = fx2) = 331—\/55%—1:332—\/%%—1
(xl—x2)2=(\/x%—1—\/x%—1>2 = l—mza= /(22 —1)(23-1)

— 2 = V. =
b
($1 $2) 0; = T T2

Por tanto la funcic’)n es inyectiva.

Como y = ¢ — Va2 — 1, entonces z = +y , reemplazamos esta nueva expresion en la original y
obtenemos
1 + y? 1 + y 1= 1 + y? 1+ y — 42
\/ 2y \/
_l+y? (-9 14+y° 1-y
V= Ty T e 2y 2y R

De esta manera probamos que la funcién es sobreyectiva. Como la funcion es biyectiva, entonces
la funcién inversa esta dada por
1+ 22

2z

g(x) =

8.4. Paridad de una funcion

Definicion 8.12 Funcién par
La funcion y = f(x) se denomina par, si el dominio es un conjunto simétrico respecto de las
ordenadas y si f(—x) = f(x) para cualquier x € D.

De cualquier funcion par y = f(x), con dominio D, se dice que es simétrica respecto del eje de
ordenadas, puesto que, cualquiera que sea x € D, los puntos del plano (z, f(z)) y (—z, f(—x)) son
simétricos con relacion al eje de ordenadas.

Definicion 8.13 Funcién impar
La funcion y = f(x) se denomina impar, si el dominio D es un conjunto simétrico respecto del
origen de coordenadas y si f(—x) = —f(z) para cualquier x € D.

De cualquier funcion impar y = f(x), que dispone del dominio D, se dice que es simétrica
respecto del origen de coordenadas, puesto que, cualquiera que sea x € D, los puntos del plano
(z, f(z)) y (—z,—f(x)) son simétricos con relaciéon al origen de coordenadas. A la par con las
funciones pares e impares existen también funciones que no son ni unas ni otras.

Teorema 8.7  Toda funcion definida en un conjunto D, simétrico respecto del origen de coorde-
nadas, puede ser representada en forma de la suma de dos funciones, cada una de las cuales estd
definida en el mismo conjunto D, y una de las cuales es par y la otra, impar.
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A la par con el concepto de funcién par, es decir, de funcién simétrica respecto del eje de
ordenadas, se puede introducir una notacién més general de una funcién, simétrica respecto de una
recta vertical que pasa por el punto (a,0). Suele decirse que el conjunto D es simétrico respecto
del punto (a,0), si dicho conjunto es tal que el punto 2a — x € D para cualquier z € D.

Definicion 8.14 Funcién simétrica respecto a una recta

Una funciony = f(x) es simétrica respecto de la recta vertical que pasa por el punto de coordenadas
(a,0), si el dominio es un conjunto simétrico respecto del punto (a,0) y si para todo x perteneciente
al dominio se verifica que f(2a —z) = f(x).

La grafica de una funcién par es obviamente, simétrica respecto del eje de ordenadas, y la
grafica de una funcion impar es simétrica respecto del origen de coordenadas. Para construir la
grafica de una funcion impar es suficiente construirla para z > 0. Para z < 0, la grafica resulta una
representacion simétrica de la parte de la grafica construida respecto al origen de coordenadas.

El producto de dos funciones pares o de dos funciones impares serda una funciéon par, y el
producto de una funcién par por otra impar sera una funciéon impar. Desde luego, la mayoria de
las funciones son no pares y no impares.

Ejemplo 8.22  Determinar la paridad de la funcion:

a) f(x) =622 +8+ (v —2)% b) f(x)=|z+1]+ |z —1];

c) f(z)=110—z|— |10+ z|.

Solucion

a) f(—z)=6(-2)2+8+ (—v—2)2 =622 +8— (v +2)? # £ f(x).

La funcién no es par ni impar.

b) f(-2)=|-z+1+|—a—1=|—(@—-D|+|-a(@+1)|=|o—1|+]z+1] = f(a).
La funcion es par.

¢)  f(=) = 10— (—a)| = [10+ (=2)| = [10+ 2| — [10 — 2] = —(|10 — o] — [10 + &) = —f(a).

La funcion es impar.

8.5. Tarea

1.  Demuestre que el producto de dos funciones pares o dos impares es una funciéon par, mien-
tras que el producto de una funcién par por una impar es una funcién impar.



10.

11.

12.

13.

14.

Demuestre que toda funciéon definida sobre un conjunto simétrico al origen de coordenadas
es representable en forma de la suma de funciones par e impar.

La funcion f es ni par ni impar, la g es par, la h es impar. Puede la suma:
a) f+g se par; b)  f+g ser impar; c) f+hser par; d) f+h ser impar.

La funcion f es ni par ni impar, la g es par, la h es impar y tiene sentido la composicion
de cualesquiera dos de estas funciones. Indique todas las composiciones que son:
a) funciones pares; b) funciones impares.

Escriba la funcién f(z) = 2 + 22% 4+ 32 — 4 como la suma de una funcién par mas una
funcién impar.

Demuestre que si f y g son funciones pares, entonces su suma h(z) = f(x) 4+ g(z) es una
funcion par.

Demuestre que si f y g son funciones impares, entonces su suma h(x) = f(z)+ g(z) es una
funcién impar.

Demuestre que si f y g son funciones pares, entonces su producto h(z) = f(x)g(x) es una
funcién par.

Demuestre que si f y g son funciones impares, entonces su producto h(z) = f(z)g(x) es
una funcioén par.

Demuestre que si f es una funcién par y g es una funcion impar, entonces su producto
h(z) = f(x)g(z) es una funcion impar.

Demuestre que si f y g son funciones pares, entonces su cociente h(z) = (g) (z) es una

funcion par.

Demuestre que si f y g son funciones impares, entonces su cociente h(x) = (g) (z) es una

funcion par.

Represente la funcién f en forma de la suma de funciones par e impar:
z—3 1
) @) =@+ b) @)= @) f@) = bl <k

d)  fla)=|a—1l

f: I CR — R una funcién cualquiera, definida en el conjunto I de R, simétrico respecto
del origen:



[f(z) + f(—=x)] es par.
[f(z) — f(—x)] es impar.

c) Verifique que f(z) = g(z) + h(z). Concluya que toda funcion se puede escribir como la
suma de una funcion par mas una funcion impar.

a) Demuestre que la funcion g(z) =

N | =N =

b)  Demuestre que la funcion g(x) =

8.6. Monotonia de una funcién

En la presente seccién estudiaremos una serie de propiedades importantes de las funciones
continuas y que encuentran muchas aplicaciones.

Definicién 8.15 Funcién continua
La funcion f : D — R, D C R se llama continua sobre el conjunto D, si es continua por D en
cada uno de sus puntos.

Una clase importante de funciones continuas es la clase de funciones continuas sobre los inter-
valos del eje numérico. Comencemos el estudio por las funciones continuas sobre los segmentos.
Si la funcion f es continua sobre el segmento [a;b] entonces su continuidad en el punto x = a es
equivalente a la continuidad por la derecha y su continuidad en el punto x = b, a la continuidad
por la izquierda en este punto.

Definicion 8.16 Funcién acotada superiormente

La funcion f recibe el nombre de acotada superiormente sobre el conjunto ® € D(f) si existe un
nimero C tal que para cualquiera x € ® es cierta la desigualdad f(x) < C. Simbdlicamente esta
definicion la podemos escribir de la siguiente forma:

ICVx [(x € D) = (f(x) <)
Analogamente, la funciéon f es acotada inferiormente sobre el conjunto
S CD(f)si:ICYa(xed)=(f(x)>C)]

La funcién acotada tanto superior como inferiormente sobre el conjunto ® lleva el nombre de
acotada sobre el conjunto ®. Esta definicién es equivalente a la siguiente:

Definicion 8.17 Funcién acotada
La funcion [ es acotada sobre el conjunto ® C D(f) si existe un nimero C > 0 tal que para
cualquier x € ® es cierta la desigualdad |f(x)| < C; para abreviar:

30 >0Vz [(z € ®) = (|f(x)] < O)]

Si en estas definiciones ® = D(f), la funcion se denomina superiormente acotada, inferiormente
acotada, acotada, respectivamente.

Teorema 8.8 Weierstrass
Cualquier funcion continua sobre un segmento estd acotada y alcanza sobre €l su cota superior y
su cota inferior.



Ejemplo 8.23  Demuestre que la funcion

x
r)=——7, 2€R
fa) =
es acotada.
Soluciéon
De la desigualdad para la madia proporcional y la aritmética se desprende que

2
2+ 1
<
o <
De aqui obtenemos
z ||z 1
22+1] 22417 2

Para toda x € R, es decir, se verifica con C = % y, por lo tanto, la funcion dada es acotada. (¢

Ejemplo 8.24  Demuestre que la funcion
1
f(x)—ﬁ, reR, z#0

FEs no acotada.

Soluciéon
Sea C' un numero arbitrario positivo. La desigualdad ;12' > C es equivalente a la desigualdad
lz| < % con z # 0. Si tomamos z = 2\% obtenemos que m% =4C > C, lo que en correspondencia

con la definicion, precisamente, signifique que la funciéon dada es no acotada. (©

Definicion 8.18 Maximos y minimos

Supongamos que una funcion y = f(x) estd definida en el conjunto D. Si existe tal k € D, que
para cualquier x € D se verifica la desigualdad f(x12) > f(k), se dice que la funcion y = f(z),
definida en el conjunto D, toma para x =k, el valor minimo r = f(k).

Supongamos que una funcion y = f(x) estd definida en el conjunto D. Si existe tal k € D, que
para cualquier x € D se verifica la desigualdad f(x12) < f(k), se dice que la funcion y = f(z),
definida en el conjunto D, toma para x =k, el valor mdzimo r = f(k).

Ejemplo 8.25  FEncuentre el radio de la base y la altura del cilindro inscrito en una esfera de
radio R, si el drea de la superficie lateral del cilindro tiene el valor mdximo de los posibles.
Solucién

Por el teorema de Pitagoras tenemos

2 h\? 2
R = B +7r° = h=2VR2-—1r2

El area del cilindro estéa dada por A = 2xrh. Reemplazamos h en la ecuacion del area del cilindro

A(r) = 4mr/ R2 — 12

Para encontrar las dimensiones del cilindro, hacemos A(r) = A(k):
4/ R2 — 12 = 4wk R2 — k2 = r*(R®—r?) =k*(R*—k*) =0

(rP =) (R —r*—k*) =0 = k=

Sl =



De esta manera obtenemos que el radio del cilindro es r = %. Reemplazamos r en la ecuacion h,
obtenemos la altura del cilindro

h=2{/R?>— — =+2R.

por tanto r = % y h = V2R dan el area maxima.

&
ey

Ejemplo 8.26  Se desea construir un pequernio recipiente cilindrico sin tapa que tenga un volu-
men de 24w centimetros cibicos. El material que se usa para la base cuesta tres veces mds que el que
se emplea para la parte cilindrica. Suponiendo que en la construccion no se desperdicia material,
evaluar las dimensiones para las que es minimo el costo del material de fabricacion.

Soluciéon

El volumen del cilindro esté dado por

24

V=nr’h = 247 =mr*h = h:—2
r

El costo total de fabricar el recipiente es
C(r) = Aip+3Ap = C(r) =2mrhp+ 3nr’p
Reemplazamos h en C(r)

481p

24
Olr) = 2mr2gp+3n%p = O(r) = L 4 3m%p = Ofr) = 2

" ZE(16 4%

Para encontrar las dimensiones del recipiente, hacemos C(r) = C(k):

3mp

(16— )73%]9(16+k3) = 16(r —k) —rk(r —k)(r +k) =0

(r—k)(16 —r’k —7k*) =0 = k=2

Las dimensiones para las que el costo del material sea minimo seran, el radio r = 2 centimetros y
la altura h = 6 centimetros.

Examinemos la curva representada en la figura (a). Trazando una tangente AB, por ejem-
plo, vemos que los puntos de la curva contiguos al punto de tangencia A y situados a ambos
lados del mismo se hallan méas abajo que la tangente. En este caso se dice que la curva tiene
convexidad en el punto A; si se verifica esta condicion para la parte de la curva comprendida entre



// / y | N\ . }\

los puntos M y N, esta parte recibe el nombre de conveza.

Tomemos la curva representada en la figura (b). Aqui observamos otro fenémeno, a saber: los
puntos de la curva proximos al punto de tangencia C y situados a ambos lados del mismo se hallan
més arriba que la tangente CD. En este caso se dice que la curva tiene concavidad en el punto
C, y se llama concava la parte de la curva comprendida entre los puntos P y Q, que satisface esta
condicion.

Existen casos en que una parte de la curva es

convexa y otra, concava; por ejemplo, la figura (c)

presenta convexidad (encima del eje 0X) y con-

A vexidad (debajo del eje 0X); ademaés, el punto A

sirve de frontera entre ellas. La tangente trazada

a la curva en este punto es comun para la parte

convexa y la concava. Al mismo tiempo, esta tan-

gente corta la curva en el punto de tangencia; por

este motivo, la grafica no es convexa ni concava en el punto A. Este punto recibe el nombre de
punto de inflexion.

Definicion 8.19 Punto de inflexion

Supongamos que una funcion y = f(x) estd definida en el conjunto D. Si existe tal k € D, que
para cualquier x € D alcanza la inflexion de la funcion, si existe un cambio en el sentido de la
concavidad de la curva. FEs decir hay un cambio de concavo a convexo o de convexro a concavo.

El témino concavidad y convexidad, quiere decir que la grafica de la funcién tiene direcciones
diferentes de convexidad a la izquierda y a la derecha del punto k.

En el intervalo (a;b) la grafica de la funcién f es concava, si la grafica de esta funcion se
encuentra no por debajo de cualquiera de sus tangentes entre los limtes de dicho intervalo. Es decir

f(0) = f(a)

fla) > 2=

(x—a)+ f(a) concavo

En el intervalo (a;b) la grafica de la funcion f es convexa, si la grafica de esta funcion se encuentra
no por encima de cualquiera de sus tangentes entre los limtes de dicho intervalo. Es decir

(x—a)+ f(a) convexo



La grafica de una funcién puede tener varios puntos de méaximo, uno de los cuales puede estar
més alto que todos los demas. Con objeto de distinguir dicho punto de entre los demas se le llama
méximo absoluto, mientras que a cada uno de los otros se le denomina méaximo relativo.

Definicion 8.20 Maximo relativo
Se dice que la funcion f(x) tiene un mdrimo relativo en k si existe un intervalo con k en su
interior, tal que ese intervalo f(k) es el valor mdzimo de la funcidn.

La expresion funciéon creciente o decreciente, significa obviamente lo que dice, pero debemos
establecer con precision donde crece o decrece la funcion.

Definicion 8.21 Funcidén creciente y decreciente

Una funcion y = f(x), definida en el conjunto D, se denomina creciente en este conjunto, si
para cualquier par de niumeros x1 y w2 de dicho conjunto de la desigualdad x1 < x2 proviene que
f(z1) < f(z2). Una funcion y = f(x), definida en el conjunto D, se denomina decreciente en este
conjunto, si para cualquier par de nimeros x1 y T2 de dicho conjunto, de la desigualdad x1 < T2
se deduce que f(x1) > f(x2).

Definicibn 8.22 Funcién no creciente y no decreciente
Una funcion y = f(x), definida en el conjunto D, se denomina no decreciente en este conjunto, si
para cualquier par de numeros x1 y xo pertenecientes a dicho conjunto, de la desigualdad 1 < 2
se deduce que f(x1) < f(x2). Una funcion y = f(x), definida en el conjunto D, se denomina
no creciente en este conjunto, si para cualquier par de numeros x1 y To, pertenecientes a dicho
conjunto, de la desigualdad x1 < x4 se deduce que f(x1) > f(z2).

Las funciones crecientes, decrecientes, no crecientes y no decrecientes llevan el nombre de fun-
ciones monodtonas. Las funciones crecientes y decrecientes se llaman estrictamente mono6tonas.

Ejemplo 8.27 Dada la funcion f : R — R definida explicitamente como

r—1

T =757

determine los intervalos de monotonia.
Solucién

El dominio de esta funcién son todos los reales. Para encontrar los puntos de méximos y minimos,
hacemos f(z) = f(k):

r—1 k-1 - r—1 k—l_o
224+1  k2+1 x24+1 k241
(x—k)[:c(k—l)—k—l]io N k2—2k—170
@R+ S
i ./Q\. Resolviendo esta ecuacion, obtenemos: k; = 1 —
Il | V2 yvke=1+ /2. Haciendo el analisis correspondi-
-\O/.- I ente, establecemos que k7 es punto de minimo y ko

es punto de maximo. Para establecer los intervalos de
monotonia, procedemos de la siguiente manera: El intervalo (—oo; k1) es decreciente, (ki; ko) es
creciente y (ko; +00) es estrictamente decreciente.



Ejemplo 8.28 Dada la funcion f: R — R definida explicitamente como
3

f(z):m

determine los intervalos de monotonia.

Solucién

El dominio de esta funcion son todos los  # —1. Para encontrar los puntos de maximos y minimos,
hacemos f(z) = f(k):

3 k3 x3 k3

@12 12  @r? g

(z — k)22 (k* + 2k + 1) + z(2k* + k) + k2]
(k+1)2(x+1)2

r—k=0 r=k
2 (k* + 2k 4+ 1) + 2 (2k* + k) + k* 0 = k*(k +3)
(k+1)2(z+1)2 B (k+1)3

=0

=0

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos: k1 = —3 y
ks = 0. Haciendo el anélisis correspondiente, estale-
cemos que k; es punto de maximo y ko es punto de

./c\'. -1 inflexion. Para establecer los intervalos de monotonia,
procedemos de la siguiente manera: El intervalo (—oo; k1) es creciente, (k1; —1) es estrictamente
decreciente y (—1; +00) es estrictamente creciente.

1

— ::‘-u

8.7. Tarea

1. Demuestre que la funcién cuadrética f(z) = az? + bz + c:
a) Con a > 0 estrictamente decrece sobre (—oo; —b/2a] y estrictamente crece sobre
[=b/2a; +o0);
b) Con a < 0 estrictamente crece sobre (—oo; —b/2a] y estrictamente decrece sobre
[—b/2a; +00).

2. Demuestre que la funcion f(x) = 23 + x crece.

1—2a?
T

3. Demuestre que la funciéon f(x) = decrece en cualquier intervalo que no contiene cero.

4. Demuestre que la funcién f(z) = %
a) Estrictamente crece sobre (—oo; —1] y sobre [1; +00);

b) Estrictamente decrece sobre [—1; 0) y sobre (0; 1].

5. Encuentre los maximos intervalos sobre los que la funciéon f(x) = 2 — 222 — 2:
a) Crece; b)  Decrece.
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Demuestre que la funcion f(x) = 23 + 22

a)  Crece sobre (0; +00); b) No es monotona sobre [—1; 0].
Encuentre la distancia desde la parabola f(x) = % hasta la recta y = —x — 2.
Demuestre que la funcién y = 2% — 3a%x crece en los intervalos (—oo; —al y [a; +00) y

decrece en [—a; al, (a > 0).

Demuestre que la funcion y = 23 — 3bx? (b > 0) crece en (—oo; 0] y [2b; +0o0) y decrece
en [0; 2b].

La velocidad de la sangre que esta a r centimetros del eje central de una arteria de radio
Res S(r) = ¢(R? —r?), donde ¢ es una constante positiva. ;{Dénde es mayor la velocidad de
la sangre?

Un punto luminoso esté situado en la linea de los centros de dos esferas y se encuentra
fuera de ellas. ;Con qué posicién del punto luminoso serd maxima la suma de las areas de
las partes iluminadas de las superficies de las esferas?

Un embudo coénico, de radio de base R y altura H esta lleno de agua. Una esfera pesada
estd sumergida en el embudo. ;Cual ha de ser el radio de la esfera para que el volumen de
agua expulsada del embudo por la parte sumergida de la esfera, sea el mayor posible?

Dos cuerpos se mueven por rectas en el sentido hacia su punto de interseccion A. Las ve-
locidades de los cuerpos son constantes e iguales a v; y v2, en el momento inicial los cuerpos
se hallan a las distancias a y b del punto A, respectivamente. El angulo entre las direcciones
de movimiento de los cuerpos es igual a a. Encuentre la distancia minima entre ellos.

Se desea construir un almacén con un volumen de 100 metros cibicos que tenga techo
plano y base rectangular cuya anchura sea tres cuartas partes de su longitud. El costo por
metro cubico de los materiales es de 36 dolares para el piso, 54 doélares para los lados y 27
dolares para el techo. ;Qué dimensiones minimizan el costo?

Una pista de 400 metros de longitud esta formada por dos semicirculos iguales y dos partes
rectas también iguales ;Cuédles son las dimensiones de la pista que encierra la mayor area?
La pista encierra tres areas, un rectangulo y dos semicirculos. ;Cuéles son las dimensiones
de la pista que encierra el rectangulo de mayor area?

Hallar el area total maxima de un cilindro inscrito en una esfera de radio R.

Una pila eléctrica que tiene un voltaje fijo V' y una resistencia interna fija r se conecta a
un circuito que tiene resistencia variable R. Por la ley de Ohm, la corriente I en el circuito

es [ = R‘-/i-r' La potencia de salida P estd dada por P = I?R. Demuestre que la potencia
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méxima se alcanza cuando R = r.

LA qué altura sobre el centro de una mesa redonda de radio R hay que situar una bombilla
eléctrica para que la iluminacion del borde de la mesa sea la maxima?

En un tridngulo esta inscrito un rectangulo de forma que uno de sus lados yace en uno
de los lados del tridngulo y dos vértices, en otros dos. Encuentre el drea méaxima posible del
rectangulo si la del triangulo es igual a A.

A las 13:00 horas el barco A se encuentra 30 millas al sur del barco B y viaja hacia el norte
a 15 millas por hora. El barco B navega hacia el oeste a 10 millas por hora. ;A qué hora se
alcanza la distancia minima entre las dos embarcaciones?

Una parabola tiene su vértice situado sobre una circunferencia de radio R, y el eje de la
parabola sigue la direcciéon del didmetro. ;Cudl ha de ser el pardmetro de la parabola para
que el area del segmento limitado por la parabola y la cuerda comun para ésta y la circunfer-
encia, sea la mayor posible? El area del segmento parabdlico simétrico es igual a dos tercios
del producto de su base por la altura.

Se desea construir un recipiente cilindrico de metal sin tapa que tenga la capacidad de 1
metro cubico. Encuentre las dimensiones que debe tener para que la cantidad de material sea
minima, suponiendo que no se desperdicia nada en la construcciéon. La base circular del recipi-
ente se corta de una hoja cuadrada y el metal restante se desperdicia. Calcule las dimensiones
del recipiente para las cuales la cantidad de material necesario en la construcciéon sea minima.

Dado un cierto punto A en una circunferencia, trazar una cuerda BC paralela a la tangente
en el punto A de modo que el area del triangulo ABC' sea la mayor posible.

Encuentre el radio de la base y la altura de un cono circunscrito a una esfera si el volumen
del cono tiene el valor minimo de los posibles y el radio de la esfera es igual a R.

Una carretera que va de norte a sur y otra que va de este a oeste se cruzan en un punto P.
Un vehiculo que viaja hacia el este a 20 kilometros por hora, pasa por P a las 10:00 horas.
En ese mismo momento un automévil que viaja hacia el sur a 50 kilémetros por hora se
encuentra 2 kilometros al norte de P. Calcular cuando se encuentran los dos vehiculos mas
cerca uno del otro y cual es la distancia minima entre ellos.

Un hombre que navega en una barca de remos a 2 millas del punto més cercano de una
costa recta, desea llegar a su casa, la cual esta en la citada costa a 6 millas de dicho punto. El
hombre puede remar a razén de 3 millas por hora y caminar a 5 millas por hora. ;Qué debe
hacer para llegar a su casa en el menor tiempo posible? Si el hombre tiene una lancha a motor
que puede viajar a 15 millas por hora, ;qué debe hacer para llegar en el menor tiempo posible?
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El volumen de un prisma triangular regular es igual a V. ;Cuanto debe medir el lado de
la base para que su superficie total sea la menor posible?

Hallar la relacion entre el radio R y la altura H de un cilindro que tiene la menor superficie
total posible, conociendo su volumen.

El perimetro de un tridngulo isésceles es 2p. j Cuanto deben medir sus lados para que el
volumen del cuerpo engendrado por la rotaciéon del triAngulo en torno a su base sea el mayor
posible.

El perimetro de un triangulo isosceles es 2p. ;jCuanto deben medir sus lados para que el
volumen del cono engendrado por la rotacion del tridngulo en torno a su altura bajada sobre
la base sea el mayor posible?

Un torpedero esta anclado a 9 km del punto mas proximo de la orilla. Se necesita enviar
a un mensajero al campamento situado en la orilla. La distancia entre éste y el punto méas
proximo referido, es igual a 15 km. Teniendo en cuenta que el mensajero recorre a pie 5 km /h,
y en una barca, remando, 4 km/h, en qué punto de orilla debe desembarcar para llegar al
campamento lo més pronto posible.

Se va a construir una armazoén para embalaje con un trozo de madera con seccién cuadrada
de 2 por 2 pulgadas y 24 pie de largo. El embalaje va a tener extremos cuadrados. Calcule
las dimensiones que producen el méximo volumen exterior.

Tres puntos A, B y C se hallan situados de modo que < (ABC) = 7/3. Un automovil
sale del punto A, en el mismo momento del punto B parte un tren. El auto avanza hacia el
punto B a 80 kilémetros por hora, el tren se dirige hacia el punto C a 50 kilémetros por hora.
Teniendo en cuenta que la distancia AB = 200 kilémetros, ;jen qué momento, al comenzar el
movimiento, serd minima la distancia entre el automévil y el tren?

Un veterinario cuenta con 30 metros de malla de metal y quiere construir 6 jaulas para
perros levantando primero una cerca alrededor de una region rectangular, y dividiendo luego
la region en seis rectangulos iguales mediante cinco rejas paralelas a uno de los lados. ;Cuales
son las dimensiones de la zona rectangular para las que el area total es méxima?

Se tenderéd un cable desde una central eléctrica situada al lado de un rio de 900 metros de
ancho hasta una fabrica en el otro lado, 3000 metros rio abajo. El costo de tender el cable
bajo el agua es $ 5 por metro, y el costo sobre tierra es $ 4 por metro. ;Cual es la ruta mas
econdmica sobre la cual tender el cable?

Una banda de hierro, de anchura a, ha de ser encorvada de modo que tome la forma de
canalon cilindrico abierto (la seccion del canalén ha de semejarse a un arco de segmento
circular). ;Cual ha de ser la abertura del d4ngulo central que se apoya en este arco para que
la capacidad del canalén sea la mayor posible?
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Hallar el cilindro con el volumen maximo entre todos los cilindros inscritos en un cubo con
arista a, de forma que el eje de cada cilindro coincida con la diagonal del cubo, en tanto que
las circunferencias de las bases hagan contacto con las caras del cubo.

Trazar una recta de modo que pase por un punto dado P(1,4) y que la suma de las longi-
tudes de los segmentos positivos cortados por dicha recta en los ejes de coordenadas, sea la
menor posible.

(Cual ha de ser la abertura del angulo en el vértice de un tridngulo isésceles, de area dada,
para que el radio de un circulo inscrito en dicho tridngulo sea el mayor posible?

Sean dados dos puntos A(1,4) y B(3,0) en la elipse 222 + 32 = 18. Hallar el tercer punto
C tal que el area del triangulo ABC' sea la mayor posible.

Dados los dos puntos F(1,0) y Fo(—1,0), y el circulo C = {(z,y)/2? + y? = 4}:
a) Encuéntrense los puntos P sobre C' donde PF} + PF5 es un minimo.
b) Hallense los puntos P sobre C tales que PF; + PF5 es un méximo.

Una cerca de 8 pie de alto al nivel del suelo va paralela a un edificio alto. La cerca dista
1 pie del edificio. Calcule la longitud de la escalera méas corta que se puede apoyar entre el
suelo y el edificio por encima de la reja.

Se desea construir un tanque de acero con la forma de un cilindro circular recto y semies-
feras en los extremos para almacenar gas propano. El costo por pie cuadrado de los extremos
es el doble del de la parte cilindrica. ;Qué dimensiones minimizan el costo si la capacidad
deseada es de 107 pie cubicos?

Un recipiente con pared vertical de altura h se encuentra sobre un plano horizontal. De
un orificio en la pared del recipiente fluye un chorro. Determine la posicién del orificio con la
que el alcance del chorro sera el méximo si la velocidad del liquido que fluye es igual a 1/2gx,
donde z es la profundidad del orificio (ley de Torricelli).

La fabrica A debe unirse mediante una carretera con la linea férrea rectilinea en la que se
encuentra el poblado B. La distancia AC' desde la fabrica hasta el ferrocarril es igual a a,
en tanto que la distancia BC por el ferrocarril es igual a b. El costo del transporte de las
mercancias por la carretera es k veces (k > 1) mayor que por el ferrocarril. ;En qué punto D
del segmento BC' hay que trazar la carretera desde la fabrica para que el costo del transporte
de las mercancias desde la fabrica A hasta el poblado B sea el minimo?

La cubierta de un escritorio de longitud L se esta deslizando de costado alrededor de la
esquina rectangular de un pasillo de una habitaciéon de ancho x a otra de ancho y. ;Cuél es
el ancho minimo y para el que es posible esta maniobra?



47.

48.

49.

50.

ol.

52.

33.

54.

35.

56.

Se han de fabricar envases cilindricos de hojalata de volumen prefijado. No se desperdicia
material al cortar la hoja que constituye la pared cilindrica, pero las bases se forman con tro-
zos cuadrados, desperdiciandose los recortes. Hallese la relacion entre la altura y el didmetro
de los envases, de manera que resulten lo mas econémicos posible.

Se desea que las paginas de un libro tengan un area de 900 centimetros cuadrados con
maéargenes de 2,5 centimetros abajo y a los lados, y de 1,5 centimetros arriba. Determine las
dimensiones de la pagina que daran la mayor area posible para el texto.

Se desea construir un oleoducto de un punto A a otro punto B que distan 10 kilémetros
y se encuentran en riberas opuestas de un rio de cauce recto de 1 kilémetro de ancho. El
oleoducto ird bajo el agua de A a un punto C en la ribera opuesta y luego sobre el suelo de
C a B. El costo por kilometro de tuberia bajo el agua es cuatro veces mas del costo sobre
tierra. Calcule la posicion de C' que minimizara el costo. Desprecie la pendiente del lecho del
rio.

Determine las dimensiones del rectangulo que se puede inscribir en un semicirculo de radio
r de manera que dos de sus vértices estén sobre el didmetro.

Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Hallar el tamafio del cuadrado de méxima
area que puede circunscribirse al cuadrado dado.

Se va a construir un vaso de papel en forma de cono circular recto quitando un sector
circular a una hoja de papel con forma de circulo y radio r, y uniendo después las dos orillas
rectas del papel restante. Calcule el volumen del vaso méas grande que se pueda construir.

Una isla situada a 20 kilémetros de una costa practicamente recta, tiene que disponer per-
manentemente el servicio trasbordador para los carros de una ciudad situada a 50 kilémetros
costa abajo:

a) Si el trasbordador va a 15 kilémetros por hora y los automoviles a un promedio de 80
kilometros por hora. ;Doénde debe localizarse la terminal, en tierra, del trasbordador para
que el viaje sea lo méas rapido posible?

b)  Si el trasbordador va a F' kilémetros por hora y los automéviles promedian los C
kilémetros por hora. jPara qué valores de F/C debe localizarse la terminal exactamente en
la ciudad sobre tierra firme para que el viaje sea lo més rapido posible?

Calcule el volumen del cono circular recto méas grande que se puede inscribir en una esfera
de radio r.

Demostrar que entre todos los rectangulos de area dada, el cuadrado tiene el circulo cir-
cunscrito minimo.

Encuentre el punto de la grafica de y = 22 4+ 1 méas cercano al punto P(3,1).
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58.

59.

60.
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64.

65.

Dada una esfera de radio R. Hallar el radio r y la altura h del cilindro circular recto de
mayor superficie lateral 2wrh que puede inscribirse en la esfera.

La resistencia de una viga rectangular es directamente proporcional al producto del ancho
y el cuadrado de la altura de su seccién transversal. Halle las dimensiones de la viga més
resistente que se pueda obtener de un tronco circular de radio 7.

Un trozo de madera de 12 decimetros de largo tiene forma de un tronco de cono circular
recto de didmetros 4 y 4+ h decimetros en sus bases, donde h > 0. Determinar en funcion de
h el volumen del mayor cilindro circular recto que se puede cortar de este trozo de madera,
de manera que su eje coincida con el del tronco de cono.

Una carretera A que va de norte a sur y otra carretera B que va de este a oeste se cruzan
en un punto P. A las 10:00 horas un automoévil pasa por P viajando hacia el norte sobre A
a 80 kilémetros por hora. En ese mismo momento, un avién que vuela hacia el este a 320
kilémetros por hora y a una altura de 8500 metros, pasa exactamente por arriba del punto de
la carretera B que se encuentra 160 kilometros al oeste de P. Suponiendo que el automoévil
y el avion mantienen la misma velocidad y direccién, ja qué hora se encontraran mas cerca
uno del otro?

Un tanque de peso W es movido a lo largo de un plano por una fuerza que forma un
angulo ¢ con la recta de la direccion del movimiento, siendo 0 < ¢ < 7/2. Supongamos que
la resistencia por friccién es proporcional a la fuerza normal con la que el bloque presiona
perpendicularmente contra el plano. Hallar el angulo ¢ para el que la fuerza de propulsion
necesaria para vencer la friccion sea lo mas pequena posible.

Hay que construir un silo de forma cilindrica rematado por una béveda semiesférica. El
coste de construccion por metro cuadrado es doble en la boveda que en la parte cilindrica.
Hallense las dimensiones, si el volumen se fija de antemano, para que los costes de producciéon
sean minimos. Despréciese el espesor de la pared y los desperdicios de material.

Si la suma de las superficies de un cubo y de una esfera es constante, determinese la relacion
del diametro de la esfera a la arista del cubo en los casos de que:
a) Sea minima la suma de volamenes; b) Sea maxima esta suma.

Un alambre de 36 centimetros de largo se va a partir en dos trozos. Una de las partes se ha
de doblar en forma de tridngulo equilatero y la otra en forma de un rectangulo cuya longitud
es el doble de su anchura. ;Cémo se debe partir el alambre para que la suma de las areas del
tridngulo y el rectangulo sea maxima.

Dos pasillos de 3 y 4 metros de ancho se encuentran formando un angulo recto. Evalte la
longitud de la barra rigida mas larga que puede transportarse horizontalmente dando vuelta
a la esquina.
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67.
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70.
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75.

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la elipse b%z? + a’y? = a2b? en el primer

cuadrante y que forma con los ejes coordenados el tridangulo de menor area posible.

Dos ciudades, situadas a un mismo lado de un rio rectilineo, acuerdan construir en la orilla
una estacion de bombeo y filtrado para el suministro de agua potable a las mismas. Si son A
y B las distancias de las ciudades al rio, y es C' la distancia que las separa, pruébese que la
suma de las longitudes de tuberia necesaria para unirlas con la estacién de bombeo es igual

o mayor que vC? + 4AB.

La luz que emana de un foco luminoso A se refleja sobre un espejo plano e incide sobre un
punto B. Si es minimo el tiempo necesario para que la luz vaya desde A al espejo y desde
aqui a B. Pruébese que son iguales los angulos de incidencia y de reflexion.

Dos fabricas A y B que se encuentran a 4 millas una de la otra, emiten humo con particulas
que contaminan el aire de la regiéon. Suponga que el numero de particulas provenientes de
cada fabrica es directamente proporcional a la cantidad de humo e inversamente proporcional
al cubo de la distancia desde la fabrica. ;Qué punto entre A y B tendra la menor contami-
nacion si la fabrica A emite el doble de humo que la fabrica B?

Una pequena isla esta a 2 millas, en linea recta del punto méas cercano P de la ribera de un
gran lago. Si un hombre puede remar en su bote a 3 millas por hora y caminar 4 millas por
hora, ;dénde debe desembarcar para llegar a un pueblo que esta 10 millas playa abajo del
punto P, en el tiempo mas corto? Suponga que el hombre usa su bote de motor que avanza
a 20 millas por hora, ;dénde debe desembarcar?

Si a y b son los catetos de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es 1. Hallar el mayor
valor de 2a + b.

Un triangulo is6sceles tiene base b y lados iguales de longitud a. Encuentre las dimensiones
del rectangulo de mayor area que se puede inscribir en el tridngulo de manera que uno de sus
lados coinciden con la base del triangulo?

Una ventana tiene forma de un rectangulo coronado por un tridngulo equilatero. Encuentre
las dimensiones del rectangulo para el cual el adrea de la ventana es maxima, si el perimetro
de la misma debe ser de 12 pie.

La intensidad de iluminacién que produce un foco en cualquier punto es proporcional a la
intensidad del mismo e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. Si dos focos
de intensidades a y b se encuentran a una distancia c, jen qué punto de la recta que les une
existe un minimo de intensidad? Supoéngase que la intensidad en cualquier punto es la suma
de las intensidades debidas a ambos focos.

Se desea construir un cilindro juntando los lados AD y BC' de un rectangulo de material
elastico. Para hacer més resistente el cilindro, se colocara un alambre de longitud fija L segin



la diagonal del rectangulo. Calcule el &ngulo ¢ para el cual el volumen del cilindro es maximo.

76.  Un barco debe navegar 100 millas rio arriba contra una corriente de 10 millas por hora. Sea
v la velocidad del barco en millas por hora. El nimero de galones de gasolina que consume
la nave es directamente proporcional a v2:

a) Demuestre que si se mantiene la velocidad constante de v millas por hora, entonces el

nimero total y de galones de combustible que se consumen esta dado por y = 139’“1’62 , donde
v > 10 y k una constante positiva.

b) Calcule la velocidad que minimiza el numero de galones de gasolina que se consumen
durante el viaje.

77.  Seva a inscribir un cono circular recto dentro de otro cono circular recto de volumen dado,
con el mismo eje y con el vértice del cono interior tocando la base del exterior. ;Cual debe
ser la razon de sus alturas para que el cono inscrito tenga el méaximo volumen?

78.  Se desea construir una tienda de campana con forma de pirdmide de base cuadrada. Un
poste de metal colocado en el centro seré el soporte de la tienda. Se cuenta con s pie cuadra-
dos de lona para los cuatro lados del albergue y z es la longitud de la base. Demuestre que:

a) El volumen V de la tienda es V = tav/s? — 2%

b) V alcanza un valor maximo cuando z = v/2 veces la longitud del poste.

79.  Girando un rectangulo de perimetro p alrededor de uno de sus lados, se genera un cilindro
circular recto. Calcule las dimensiones del rectangulo que producen el cilindro de mayor vol-
umen.

80.  ;Cuéles son las dimensiones relativas de un cilindro circular recto, con la maxima superficie
curva, que se puede inscribir en una esfera dada?

8.8. Operaciones con funciones

A continuaciéon vamos a estudiar como se pueden efectuar operaciones entre funciones para
producir otras nuevas. Veremos que estos objetos matematicos pueden sumarse, multiplicarse,
dividirse, y producir asi nuevos objetos de esta naturaleza.

Definicién 8.23 Suma

Sean f: D1 CR—=R yg: Dy CR — R dos funciones definidas en los subconjuntos Dy y Do de
R, respectivamente. Se define la suma de f y g, como la funcién f+g: D CR — R definida en
D =D;NDy y dada por (f + g)(x) = f(z) + g(x).

Asi pues, la suma de las funciones f y g es una nueva funcion f 4 g cuya imagen en un punto
x es la suma de las imagenes de f y g en . Observe que para poder suma funciones f y g en un
punto x, es necesario poder evaluar las funciones f y ¢ en z, de tal modo que = debe pertenecer
tanto al dominio de f como al de g. Es por eso que el dominio de la funcién suma de f y g es la
interseccion de los dominios de estas dos funciones.



Definicion 8.24 Producto

Sean f: D1 CR—-R yg: Dy CR — R dos funciones definidas en los subconjuntos Dy y Do de
R, respectivamente. Se define el producto de f y g, como la funcion fg: D C R — R definida en
D =D ND; y dada por (fg)(z) = f(z)g(x).

Como en el caso de la suma, la funcién producto de f y g se define como la funcién cuya
imagen en el punto x es el producto de las imagenes de f y g en ese punto. Para poder calcular
estas ultimas, es necesario que la x se encuentre en el dominio de f y en el de g. Es decir, al igual
que la funcién suma, la funcion producto tiene por dominio a la interseccion de los dominios de las
funciones involucradas.

Definicién 8.25 Cociente
Sean f: D1 CR =R yg: Dy CR — R dos funciones definidas en los subconjuntos Dy y Do de
R, respectivamente. Se define el cociente de f entre g, como la funcion 5 :D C R — R definida

enD =Dy 1Dy~ {x € Dy : g(x) = 0} y dada por (£) (@) = L2

En el caso de cociente, la definicion es similar a las dadas anteriormente para la suma y para el
producto, s6lo que en este caso el dominio de la funcién cociente presenta un a restriccion adicional:
debemos eliminar la posibilidad de que el denominador de la nueva funciéon sea cero.

Definicion 8.26 Composicion

Sean f: D1 CR - R yg: Dy C R — R dos funciones definidas en los subconjuntos de R,
D: y D, respectivamente, tales que g(D2) = {y € R/y = g(z), x € D2} C D;. Se define la
composicion de f con g, como la funcion fog: D CR — R dada por (f o g)(x) = f(g(z)).

Obsérvese la restriccion que se establece en la definicién sobre los dominios de las funciones
f v g. Para poder evaluar la funcién compuesta f o g en un punto x, debemos evaluar primero
la funcién g en z, lo cual nos impone de inmediato la restriccion de que tal x debe pertenecer
al dominio de g. Sin embargo, esta restriccién no es suficiente, pues en la siguiente etapa, para
obtener la imagen (f o g)(z), debemos evaluar la funcion f en g(x), lo cual es posible solamente si
y = g(z) pertenece al dominio de f.

Asi pues, el dominio de la funcién compuesta f o g esta formado por aquellas x que pertenezcan
al dominio de g, tales que y = g(x) pertenezca al dominio de f. Es por eso que en la definicion se
pide que las imagenes de g (el conjunto g(Ds)) pertenezcan al dominio de la funcion f (es decir,
que el conjunto g(Ds2) sea un subconjunto de Dy).

Ejemplo 8.29  Un estudio ambiental en una determinada comunidad senala que el nivel medio
diario de mondzido de carbono en el aire serd c(p) = 0,5p+1 partes por millén cuando la poblacion
sea de p miles. Se estima que dentro de t aros la poblacion de la comunidad serd p(t) = 10+ 0, 12
miles:

a)  Ezxprese el nivel de mondzido de carbono en el aire como una funcion del tiempo.

b)  ;Cudndo alcanzard el nivel de mondzido de carbono 6,8 partes por millon?

Soluciéon

a) Puesto que el monoxido de carbono esta relacionado con la variable p por la ecuacion ¢(p) =
0,5p + 1 y la variable p esta relacionada con la variable ¢ por la ecuacién p(t) = 10 + 0, 1£? se
desprende que la funcién compuesta

c(p(t)) = ¢(10 +0,1#%) = 0,5(10 + 0, 1%) + 1 = 6 + 0,052



expresa el nivel de monoxido de carbono en el aire como una funciéon de la variable t.
b) Sea ¢(p(t)) igual a 6,8 y despéjese ¢ para obtener

0,8

2 = 2 = 2=
640,052 =6,8 = 0,052=0,8 = 0.05

=16 = t=4

es decir, dentro de 4 anos el nivel de monoxido de carbono seré 6,8 partes por millon. (©

Ejemplo 8.30  En cierta industria, el costo total de produccion de q unidades durante el peri-
odo diario de produccion es c(q) = ¢*> + q + 900 délares. En un dia normal de trabajo, se fabrican
q(t) = 25t unidades durante las primeras t horas de un periodo de produccion:

a)  Eaxprese el costo total de produccion como una funcion de t.

b)  ;Cudnto se habrd gastado en produccion al final de la tercera hora?

c) sCudndo alcanzard el costo total de produccion § 100007

Soluciéon

a) Puesto que el costo de produccion esta relacionado con la variable ¢ por la ecuacion ¢(q) =
¢*>+q+900 y la variable ¢ esté relacionada con la variable ¢ por la ecuacion ¢(t) = 25¢ se desprende
que la funcién compuesta

c(q(t)) = c(25t) = (25t)% 4 25t + 900 = 625t + 25t + 900 = c(t)

expresa el costo total de produccién como una funcion de la variable ¢.
b) Al final de la tercera hora, ¢t = 3, se habra gastado

¢(3) = 625(3) + 25(3) + 900 = $6600
c) Para calcular ¢ cuando el costo total de produccion ¢(t) = 10000, hacemos
10000 = 625t% + 25t +900 = t~ 3,8 horas. ©

Ejemplo 8.31  Considere las funciones f y g. Describa las funciones fog y go f, asi como
los dominios de éstas:

a) f(x)=22+3z -5, g(z) =3z + 4 b) f(z)=va2+2, g(x) =22+ 3;
) )= VI T gl) = Va1
Solucién

a) Tanto f como g tienen por dominio a todos los reales. En este caso no hay restriccion alguna
para los dominios de las funciones compuestas: Sera también el conjunto de los reales. Tenemos
entonces que:

(fog)(x) = f(g9(x)) = f(3x +4) = (3z+4)* + 3(3x +4) — 5 = 92 + 332 + 23

(g0 f)(z) =g(f(x)) = g(a® + 3z — 5) = 3(z* + 3z — 5) + 4 = 32”4 9z — 11

b) Tanto f como g tienen por dominio a todos los reales. En este caso no hay restricciéon alguna
para los dominios de las funciones compuestas: Sera también el conjunto de los reales. Tenemos
entonces que:

(fog) (@)= fg(x)) = f2x +3) = /(22 + 3)% + 2 = Va2 + 12z + 11

(g0 (@) = g(f(2)) = g(Va? +2) = 2V/a +2+3

c) El dominio de la funciéon f esta dada por z > —1 y el de g es z > 1. Entonces el dominio de
g se encuentra en f. Por tanto

(Fo9)@) = flgla) = F(Va=T) = \/Vo—1+1




El dominio de esta nueva funcion esta definido para todas las > 1. Para el caso g o f, tenemos

(90 N@) = g(f(@) = g(VTFD) = Vo TT-1

cuyo dominio es el conjunto {z € R/z > 0}. ©

8.9. Tarea

1. Suponga que f, g y h son funciones tales que f(1) =4, g(1) = —2 y h(1) = —3. Determine
en cada caso la imagen indicada:

a) (3f —4g)(1); (F=59) M) ;.
D s(2r(n) ) o 30 ) 1
(¢ +9°+ ; .
5 e ; §>)
e +g +g)(x); 2 _ g
h) (1).
2g — h?
2. Sea'n flx)=xz+6, g(x) = ILH. Encuentre todos los valores de x para los que se cumple la

a) |f(z)+g(z)| = fz) +g(x) d) |f(x) +9(@)] = f(z) —g(z).

b) [f(@) +g(@)| = |£@)] - o(x)];
¢) 1f(@)+g(x) = :

5

3. Resolver la ecuacion |f(z) — g(z)| = |f(z)| — |g(x)|, dado f(z) =2z + 3, g(z) = 3z — 2.

4. Dada la expresion f(z) = ax?® — bz + 3, hallar los valores de a y b para los cuales se cumpla
la ecuacion f(z —2) + f(x +2) = 4z — 2.
5. Dadas las funciones

2z, z <0

=51 —2, =322 —-2z+1, h(z)=
f(z) =5z g(z) =3z x (z) {zrzﬂy 23>0

Determine en cada caso la imagen indicada:

a) (2g+3h)(0); h)  (2f —29)(3g — 3R)(f(1 + f(1)));
b)  (f? = g¢*)(1)(h— f)(32); i) f(2-Nh2-22);

c) h(l+g(1)); ) (f—g+3n)(2);

d) - (39° +h)(1); K (L) )

e) (fgh)(2)h (2—902)'
f) f(1+29(1+2h
g

( 1
g) g(1—f(1-hr(1));

~—

g3+ f(2));



6. Considere las funciones

.T/'27 .’L’<_1 FCRENEE I’<72

5 1 4 +1

) == _J)3x+2, -2<x<?2

X x) = ) =
() 5. Clez<l y g9(x) y .

z+6, z>1 2 —1, x>2
Calcule:
a) (f+g9)(1); b)  (f9)(2).

7.  Para cada una de las funciones f y g, determine: f + g, fg, g, fog,gof:
a) f(x)=322+4x—1, g(z) =522+ 3z + 1;
=z++vr -1, g(x)=2%-1;

8.  Para cada una de las funciones f y g, determine: f + g, fg, fog, go f:

x+3, z<1
2) f<x>={3 ORT RS

b) f(fc)={i+t O EE
3r+2, r<-1
Sz, -1<x<1, g(x)=>5—2z;
dr—3, z>1

c) flx)=

z, =<0
d) flx)=42% 0<z<1, glx)=2%+2;
23, x>1

, <0

2. 0<z<1, g(x)=2%-2;
3, z>1

+ 3, x <0

:{2x2+3, x>0
dr+3, z<1

{$3’ QUZ ) g($):$+27
x2,

—x2,

1—2%2, <0
ﬂ@={ ;

f) gle) =2+ 1;

1
<0
JUZO7

f(x)
g) [f(z)
f(z)

h ;
) xz—l, x>0



xQ—l, x20’
20 — 1, x>1

-z, r<-1 T, r<—1
4, —1<a<1, g(x)=ad 1<z <1;

)

z, r < —1 1_x2 <0
D f@) =4 —l<a<l, g<z>{ ’ '

T
z, z>1 20 -1, =z>1

T x <0 doe—2, =<1
k =9 : = ’ ;
) J@) {xQ, x>0 9(@) Sr+1, x>1
S5r+4 <0 z—1 <0
1 = ’ = ’ M
) J@) {3x2+x, x>0 9(@) {xz—l, x>0
3xr+2, <0 2¢+1, <0
m T) = , T) = ;
) S {5m—|—4, x>0 9(x) 2—z, x>0

n) f(x):{x’ z <0 g(m):{x+1’ r<—1

2z, x>0 dz +4, x>-1

9.  Considere las funciones f, g y h. Describa las funciones fo f, gog, fogoh:

a) f(x)= sc , glx) =vV1—22, h(zr)=2%-3z+2;

z+1
T z—1 r+1
b = = h(z) = .
) fe) = = gla) = Y ()=
1
10.  Sea f(x) = —. Determine la funciéon compuesta (f o f)(x). ;En donde esta definida esta
x

funcién?

1
11.  Si f(z) = 12 determine (f o fo f)(z). ;En donde esta definida esta funcion?

8.10. Grafica de una funcién

Una de las caracteristicas importantes que tienen las funciones reales de una variable real es
que podemos tener representaciones geométricas de ellas, por medio de una curva en el plano
cartesiano, que llamaremos grafica de la funcion.

Definicion 8.27  Grafica de una funciéon

Sea f: D C R — R una funcion definida en D. Se denomina grdfica de la funcion real y = f(x)
un conjunto de puntos (xo,yo) en el plano que satisface las siguientes condiciones:

a)  Todo punto con las coordenadas (xo,yo), donde yo = f(xo), pertenece a este conjunto;

b)  Todo punto perteneciente a dicho conjunto de puntos tiene tales coordenadas (x1,y1), que

y1 = f(x1).

Es decir, la grafica de la funcion y = f(x) es el conjunto de todos los puntos del plano cuyas
coordenadas satisfacen la condicion y = f(z), y no contiene otros puntos.

Si para una funcion dada y = f(z) se han estudiado todas las propiedades mencionadas ante-
riormente, suele decirse que se ha realizado el analisis de la funcion y = f(x). Asi pues, al analizar
una funcioén, se debe responder a las siguientes preguntas:



1.  ;Cual es el dominio e la funcion?

2. ;Cual es el codominio de la funcion?

3. ;Esta acotada o no la funcion?

4.  ;Toma la funcién los valores maximo y minimo?

5. (Es periodica?

6. /Esla funcion par o impar o ni una ni otra?

7.  ;Tiene la funcion intervalos, donde es monétona?

8.  jHay puntos de intersecciéon de la grafica con los ejes de coordenadas?
9. ;Cual es la grafica de la funcion?

Se propone el siguiente método de construccion de las gréaficas de funciones, que se basa en el
empleo de algunas reglas de construccion, valiéndose de las graficas de funciones ya conocidas.

Supongamos que se da la grafica de la funciéon y = f(z). Construyamos la grafica de la funcion
y = f(x —a). Esta grafica puede ser obtenida del modo siguiente: partiendo del punto arbitrario z,
en el que la ordenada f(x) se conoce, determinaremos el punto z; en el cual la ordenada f(z; —a)
tiene el mismo valor, es decir, se cumple la igualdad

f(@1—a) = f(=).
Para que se cumpla esta igualdad basta, evidentemente, que se cumpla la igualdad
r1—a==x
de donde encontramos que r; = x + a.

Regla 1. Para obtener la grafica de la funcion y = f(z — a) a partir de la grafica de la
funcion y = f(x) es necesario la grafica de la funcion y = f(x) desplazarla a lo largo del eje 0X en
a a la derecha, si a > 0, o bien en |a| a la izquierda, si a < 0.

Se da la grafica de la funcion y = f(x). Vamos a construir la grafica de la funcion y = f(z) +c.

Regla 2. Para obtener la ordenada de la grafica de la funcion y = f(x) + ¢ en el punto z a
partir de la ordenada de la gréfica de la funcion y = f(z) en el mismo punto, es necesario desplazar
la grafica de la funcion y = f(x) a lo largo del eje 0Y hacia arriba en ¢, si ¢ > 0, o bien en |c| hacia
abajo, si ¢ < 0.

Se da la grafica de y = f(z). Construyase la grafica de la funcion y = — f(z).

Regla 3. Para obtener la ordenada de la grafica de la funcién y = —f(x) en el punto z a
partir de la ordenada de la grafica de la funciéon y = f(z) en el mismo punto, es necesario en la
ordenada de la grafica de la funcién y = f(x) cambiar el signo por el opuesto. Asi pues, la grafica de
la funcion y = —f(x) se obtiene a partir de la grafica de la funcion y = f(z) mediante la reflexion
directa respecto al eje 0X.



Se da la grafica de la funcion y = f(x). Constriyase la grafica de la funcion y = f(—x).

Regla 4. Para obtener la ordenada de la grafica de la funcion y = f(—x) en el punto z a
partir de la ordenada de la grafica y = f(x) en el mismo punto, es necesario multiplicar el valor z
por -1. Asi pues, la grafica de la funciéon y = f(—x) se obtiene a partir de la grafica de la funcion
y = f(z) mediante la reflexion directa respecto al eje 0Y.

Se da la grafica de la funcion y = f(x). Construyase la grafica de la funcion y = kf(x).

Regla 5. Para obtener la ordenada de la grafica de la funcién y = kf(x) en el punto x a par-
tir de la ordenada de la grafica de la funcion y = f(z) en el mismo punto, es necesario multiplicar
el valor de la ordenada f(z) por el namero k.

En este caso debido a la multiplicacion de todos los valores de la funciéon f(z) por k > 1 las
ordenadas de la grafica de la funcién aumentan k veces y la grafica de la funcién y = f(x) se
estira a partir del eje 0X k veces, mientras que debido a la multiplicacién por k£ para 0 < k < 1
las ordenadas de la grafica de la funcion disminuyen k veces y la grafica de la funcion y = f(x) se
contrae k veces hacia el eje 0X.

Se da la grafica de la funcion y = f(x). Construyase la grafica de la funcion y = f(kx). Partiendo
de un punto arbitrario = en el cual se conoce la ordenada f(z) encontraremos el punto z; en el
cual la grafica de la funcion y = f(kx1) tiene la misma ordenada, es decir, se cumple la igualdad

f(x) = f(ka).
Para que esta igualdad se cumpla es, evidentemente, suficiente el cumplimiento de la igualdad
1

r = kx1, de donde encontramos x; = Ex

Regla 6. Para construir la grafica y = f(kx) basta dividir el valor de = por el namero k.

En este caso debido a la division de todos los valores del argumento de la funcion y = f(z) por
k > 1 la grafica de la funcion se contrae hacia el eje 0Y, % veces y debido a la divisién por k para
0 < k < 1 la grafica de la funcién se estira a partir del eje 0Y, % veces.

Se da la grafica de la funcion y = f(x). Constriyanse la grafica de la funcion y = |f(x)|.

Tenemos
) f@) stz >0
|f($)|_{f(:c) si <0

Regla 7. Para obtener la grafica de la funcion y = |f(x)| a partir de la funcion y = f(z)
es necesario dejar sin cambios los trozos de la grafica y = f(z) que estan por encima del eje 0X y
reflejar en forma especular respecto al eje 0X los trozos inferiores a este eje.

Se da la grafica de la funcion y = f(x). Constriyase la grafica de la funcion y = f(|z|). Puesto
que f(| —z|) = f(Jz|), la funcién y = f(|z|) es par, por lo tanto, su grafica es simétrica respecto al
eje 0Y. Ademas, para x > 0, f(|z|) = f(x).

Regla 8. Para obtener la grafica de la funcion y = f(|z|) a partir de la grafica de la ecuacion
y = f(z) es necesario construir la grafica de la funcion y = f(z) para = > 0 y reflejarla en forma
especular respecto al eje 0Y.



Definicion 8.28  Asintota

Si la distancia entre un punto variable sobre una curva y una recta fija se hace y permanece menor
que cualquier numero preasignado, arbitrariamente pequenio y positivo cuando el punto se aleja
infinitamente sobre la curva, se dice que la recta es una asintota de la curva.

Si una ecuacién en x e y se resuelve para y en términos de x, puede ocurrir que un valor de =z,
digamos a, haga el cero el denominador del miembro derecho sin hacer cero al numerador. Si hay
un valor tal de x, no puede usarse, porque ningin valor de y corresponde a él, ya que la division
entre cero no es una operacion posible. No obstante, si x esta suficientemente cerca de a, y es
numéricamente mayor que cualquier ntimero preasignado.

Ahora verificaremos que la distancia de la recta z —a = 0 a un punto cualquiera P (z1, y1) sobre
una curva, e infinitamente alejada del origen, es tan pequenia como deseemos bajo las condiciones
enunciadas anteriormente. La ecuacion de la recta, © — a = 0, estd ya en forma normal si a > 0:
por consiguiente, sustituimos en ella las coordenadas de P; con objeto de obtener la distancia d
y el sentido de la recta a P;. Asi, tenemos d = x; — a; sin embargo, 1 — a es tan pequena como
deseemos porque z; esta suficientemente cerca de a. El analisis es analogo si a es negativa.

Se puede deducir de manera anéloga que y = b es una asintota de la curva si x llega a ser y
permanece mayor que cualquier namero preasignado cuando y esta suficientemente cerca de b.

Definicibn 8.29 Asintotas horizontales y verticales

La recta x — a = 0 es una asintota vertical de una curva si x — a es un factor del denominador
después que en la ecuacion se ha despejado y en términos de x, y se han eliminado todos los
factores comunes en el numerador y el denominador.

La recta y — b =0 es una asintota horizontal de una curva si y — b es un factor del denominador
después que en la ecuacion se ha despejado x en términos de y, y se han eliminado todos los
factores comunes en el numerador y el denominador.

Para encontrar las asintotas horizontales de una curva, hagase el coeficiente de la mayor po-
tencia de x igual a cero y despéjese y. Para encontrar las asintotas verticales de una curva, hagase
el coeficiente de la mayor potencia de y igual a cero y despéjese x.

Para encontrar cualquier interseccion de y = f(z) con el eje Y, se hace x igual a cero y se
calcula y. Para encontrar cualesquiera intersecciones de y = f(z) con el eje X se hace y igual a
cero y se despeja .

El caracter ilustrativo de la grafica hace de ella un medio auxiliar insustituible del anélisis
de una funcioén, pero la grafica soélo ilustra las propiedades de la funciéon y no las demuestra. A
continuacién analizaremos los diversos tipos de funciones:

Funcion constante y = k: A cada ntmero real z dicha funcién pone en correspondencia
un mismo numero k. La grafica de la funcion representa una recta, paralela al eje de abscisas, que
dista de este eje a una magnitud |k| y pasa por encima de él, si k > 0, y por debajo, si k < 0. Es
una funcién continua en todo el eje real.

Funcién lineal y = z: Si y es funcién de x a cada valor de x le corresponde un valor
determinado de y. Por lo tanto, dando muchos valores diferentes de x hallamos diferentes y cor-
respondientes a ellos y estos pares de valores (x,y) proporcionaran muchos puntos en el plano. Si
aumentamos el numero de algunos valores de x, tomandolos més cercanos entre si, al fin y al cabo,



estos puntos formaran una curva continua. Esta curva se denomina grafica de la funcion.

Consideremos la llamada dependencia lineal y = ma + b. Esta ecuacion, es llamada ecuacion
de una recta. El coeficiente m determina el angulo entre la recta y el eje X. Sustituyendo en la
ecuacion x = 0 obtenemos y = b. Esto significa que uno de los puntos de la recta es el punto (0, b);
este punto esté situado en el eje Y a la altura b sobre el origen de coordenadas. Si b < 0, el punto
estaré situado debajo del origen de coordenadas. Asi pues, b es la ordenada del punto de intersec-
cion de la recta con el eje Y, [b] es la longitud del segmento cortado por la recta en el eje de las
ordenadas. Para construir una recta correspondiente a una ecuaciéon dada, no es necesario calcular
las coordenadas de un gran nimero de puntos y marcarlas en la grafica: esta claro que si se con-
struyen dos puntos, asi mismo queda determinada por completo la recta que pasa a través de éstos.

La dependencia y = x se denomina directamente proporcional. Se comprueba con facilidad las
siguientes propiedades de esta funcion:

1.  El dominio es (—o0; 400);

2. El codominio es (—o00; +00);

La funciéon no esta acotada ni inferior ni superiormente;

La funcién no toma ni el valor maximo, ni tampoco el minimo;
La funciéon no es periodica;

La funcién es impar;

La funcion es creciente en todo el intervalo (—oo; +00);

®© N o e W

El punto (0,0) es el tinico punto de intersecciéon con los ejes coordenados.
Funcién potencial y = zF: Las funciones estudiadas anteriormente, representan casos

particulares de la funcion potencial. A continuaciéon vamos estudiar otros casos:

1. y=2*keN:

a)  El dominio es (—o0; +00);

b)  El codominio es [0; +00);

¢)  La funcion esta acotada inferiormente: y > 0;

d)  La funcion toma su valor minimo y = 0 cuando x = 0;

e)  La funcion no es periddica;

f)  La funcion es par;

g) La funcién no es monodtona en todo el dominio, pero es decreciente en el intervalo

(—00; 0] y creciente en el intervalo [0; 4+00);

k)  El punto (0, 0) es el anico punto de interseccion con los ejes coordenados.
2. y=z**"1 keN:

a)  El dominio es (—o0; +00);
b)  El codominio es (—o0; +00);
)

c La funcion no esta acotada ni superior ni inferiormente;
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La funcién no toma el valor maximo ni tampoco el minimo;

La funcion no es periodica;

9]

~

La funcion es creciente en todo el dominio;

)

)
)
) La funcién es impar;
)
)

I~

El punto (0, 0) es el tnico punto de interseccion con los ejes coordenados.
y=2"2* keN:

El dominio es (—o0;0) U (0; +00);

St Q

El codominio es (0; +00);

9

La funcién esta acotada inferiormente: y > 0;

U

La funcion no es periodica;

9]

~

)
)
)
) La funcién no toma el valor maximo ni tampoco el minimo;
)
) La funcion es par;

)

La funcién no es monétona en todo el dominio, pero crece en el intervalo (—o0;0) y
decrece en el intervalo (0; 4-00);

g

h)  No hay puntos de interseccion con los ejes coordenados.

y=a k1 LeN:

S

El dominio es (—o0;0) U (0; +00);
El codominio (—oo;0) U (0; +00);

(=

La funcion no esté acotada ni superior ni inferiormente;

SN

(99

La funcion no es periodica;

~

) La funcién no toma el valor méximo ni tampoco el minimo;
) La funcién es impar;

La funcién no es mondtona en todo el dominio, pero decrece en el intervalo (—oo;0)
y, ademas, en el intervalo (0; +00);

g

h)  No hay puntos de interseccion con los ejes coordenados.
y=aF k>0,k¢Z:

El dominio es [0; +00);

s

=

El codominio es [0; +00);

La funcion esta acotada inferiormente: y > 0;

ST

La funcién toma el valor minimo y = 0 para x = 0;

(9]

~

La funciéon no es par ni tampoco impar;

La funcién es creciente en todo el dominio;

)

)
)
)
)
) La funcion no es periddica;
)
)
)

I~

El punto (0, 0) es el tnico punto de interseccion con los ejes coordenados.
y=x"F k>0 k¢Z

a)  El dominio es (0; +00);



=

El codominio es (0;+00);

o

La funcién esta acotada inferiormente: y > 0;

58

La funcion no toma el valor méaximo ni tampoco el minimo;

La funcién no es periodica;

~

La funcién no es par ni tampoco impar;

La funcion es decreciente en todo el dominio;

s} (9]
o — — — — N T

>

No hay puntos de interseccion con los ejes coordenados.

Algunas funciones poseen caracteristicas especiales comunes que permiten agruparlas y llamar-
las de algin modo especifico.

Definicion 8.30 Funcién algebraica

Una funcion f: D CR — R se dice que es algebraica, si las operaciones que la funcion hace con
la variable x, para obtener su imagen f(x) son solamente algebraicas (sumar, restar, multiplicar,
dividir, elevar a potencias, extraer raices). En caso contrario se dice que la funcion es trascendente.

Definicion 8.31 Funcién polinomial

Sea n un nimero entero no negativo. Una funcion polinomial de grado n es una funcion f : R - R
del tipo f(z) = apa™ +an_ 12" Y. a1z +ag, en donde ag, ay, ..., a, son nimeros reales dados
(llamados coeficientes de la funcion) y a, # 0.

Definicién 8.32 Funcidén racional
Una funcion racional es un cociente de dos funciones polinomiales. Es decir, es una funcion del
tipo f(z) = %, en donde g(x) y h(x) son funciones polinomiales.

Funcién parte entera y = [z]: La funcion parte entera, se define en el dominio de los
numeros reales. A cualquier x de este dominio, la funcién asocia el méximo entero algebraicamente
menor o igual que z. En entero asociado con z se designa escribiendo este simbolo como [z]. Tiene
la propiedad de ser menor o igual que xz, mientras que el entero siguiente es mayor que x; es decir:
[] < a < [z] 4+ 1. Es decir [z] es el nimero entero mayor que no sobrepasa z. En cada intervalo
[n;n+1), donde n € Z, la funciéon dada es constante e igual a n. Es evidente la razon de denominar
a toda funcion de este tipo funcion escalonada. De acuerdo con esto se ha representado su grafica.

Funcion signo y = Sign(x):  Por definicion

1, x>0
fl) =40, 2=0
-1, <0
La funcion no es par ni impar.
Construccion de la grafica de la funcion y = |f(z)| segin la grafica de la funcion y = f(x).

Recordemos ante todo la definicion:

L fr@. sw =
Sl {—f<x>, f) <0

Supongamos que el punto P(xg,yo) pertenece a la grafica de la funcion y = f(z), es decir, sea
yo = f(xo). Analicemos dos casos:



1. yo > 0. Entonces, por cuanto |f(zo)| = f(zo) = vo, €l punto P(xg,yo) pertenece a la
grafica de la funcion y = |f(z)].

2. yp < 0. Entonces, por cuanto |f(zo)| = —f(x0) = —yo, el punto Q(x1, —yo) pertenece a la
grafica de la funcion y = | f(z)].

Por consiguiente, la grafica de la funcion y = |f(x)| se obtiene a partir de la grafica para la
funciéon y = f(x) del modo siguiente: Todos los puntos de la grafica y = f(x), dispuestos en el eje
0X y por arriba de éste, quedan en su lugar. Todos los puntos de la grafica y = f(z), dispuestos
por debajo del eje 0X, se aplican simétricamente respecto del eje 0X. Observemos que la grafica
de la funciéon y = |f(z)| no tiene puntos por debajo del eje 0X.

Adicion de graficas:  Sean dadas las funciones y = f(z) e y = g(z). En la parte coman
de sus dominios queda definida la funcién y = f(x) = g(x). Supongamos que el punto P(zo,y1)
pertenece a la grafica de la funcion y = f(x), y el punto Q(x,y2) pertenece a la grafica de la
funcion y = g(x), con la particularidad de que el nimero xy pertenece a la parte comin de los
dominios de las funciones y = f(z) e y = g(x). En este caso el punto R(xg,y1 + y2) pertenece
a la grafica de la funcion y = f(x) + g(z). Quiere decir, para construir la grafica de la funcion
y = f(x) + g(x) es necesario:

a) Dejar aquellos puntos de las graficas y = f(z) e y = g(z) en los que x integra la parte comin
de los dominios de estas funciones.
b) Para cada tal x realizar la adicion algebraica de las ordenadas de estas dos graficas.

Multiplicacion de graficas: Sean dadas las funciones y = f(x) e y = g(z). Entonces, en
la parte comin de sus dominios queda definida la funcién y = f(z)g(z). Supongamos que el punto
P(z9,y1) pertenece a la grafica de la funcion y = f(x), y el punto Q(zo,y2), a la grafica de la
funcion y = g(z). Esta claro que el namero z( pertenece a la parte comin de los dominios de la
funcion y = f(z) e y = g(z). En este caso el punto R(zo, y1y2) pertenece a la grafica de la funcion
y = f(x)g(x). Quiere decir, para construir la grafica de la funcion y = f(z)g(x) es necesario:

a) Dejar aquellos puntos de las graficas y = f(z) e y = g(x), en los cuales z integra la parte
comun de los dominios de estas funciones.
b) Para cada tal z realizar la multiplicacion de las ordenadas de estas dos graficas.

Divisiéon de graficas:  Sean dadas las funciones y = f(z) e y = g(x). Para obtener la grafica
f(x)
g(x)

valores correspondientes de las ordenadas de las gréficas de las funciones f(x) y g(z) en los puntos
donde g(z) # 0.

de la funcién y =

a partit de las graficas de las funciones f(x) y g(x) es necesario dividir los

Composicion de graficas:  Se da la gréfica de la funcion u = g(x). Constrayase la grafica de
la funcion y = f[g(z)]. Para construir la grafica de la funcién y = f[g(z)] es necesario primero con-
struir la grafica de la funcion u = g(z) y luego conociendo las propiedades de la funcion y = f(u),
construir la grafica de la funcién compuesta y = f[g(x)].

Ejemplo 8.32  Un fabricante puede producir grabadoras a un costo de $ 20 cada una. Se estima
que si éstas se venden a x ddlares cada una, los usuarios comprardn 120 — x grabadoras al mes.
Exprese la utilidad mensual del fabricante como una funcion del precio, elabore la grdfica de esta
funcion y calcule el precio éptimo de venta.

Solucién



Expresamos en palabras la relacion deseada
Utilidad = (cantidad de grabadoras vendidas)(utilidad por grabadora)
A continuacién reemplazamos las palabras por expresiones algebraicas
Cantidad de grabadoras vendidas = 120 — x

Y puesto que las grabadoras se producen a un costo de $ 20 cada una y se venden a x dolares cada
una, se desprende que
Utilidad por grabadora = x — 20

Si U(x) es la utilidad, se concluye que
U(z) = (120 — 2)(z — 20) = —2® 4 140z — 2400

Para graficar esta funciéon, debemos hacer el siguiente analisis: Encontramos los puntos de corte
con el eje X, es decir (20, 0) y (120, 0).
Calculamos los puntos de maximo de la siguiente manera

—x? + 1402 — 2400 = —k* + 140k — 2400 = (x —k)(z +k — 140) =0

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos k = 70. Por tanto, tenemos que (70, 2500). Con estos datos,
procedemos a elaborar la gréafica de la funcion dada. El precio 6ptimo para vender las grabadoras
es de $ 70.

Hit)
1
2500 T &

20 120 x £

Ejemplo 8.33  Siun objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo con una velocidad
de 160 pies por sequndo, su altura (en pies), t sequndos después, estd dada por la funcion H(t) =
—16t2 + 160¢:

a)  Elabore la grdfica de la funcion H(t).

b)  sCudndo llegard al suelo el objeto?

c) Calcule qué altura alcanzard el objeto.

Solucién

a) El dominio de la funcién son todos los reales, t € R. La funcién no es par ni impar. Los puntos
de corte con el eje ¢ son (0,0) y (10,0). El punto de corte con el eje H(t) es (0,0). A continuacion
procedemos a calcular los puntos de maximo y minimo:

—16t2 4+ 160t = —16k> + 160k = (t—k)(t+k—10) =0



resolviendo esta ecuacion, obtenemos k = 5. Haciendo las comprobaciones, obtenemos que (5, 400)
es un punto de maximo.
b) El objeto llegara al suelo cuando H(t) = 0, es decir:

0=—16t2+160t = 0=t>—10t = t(t—10)=0

resolviendo esta ecuacién, tenemos que ¢t = 10 segundos.
c) Con el punto de maximo obtenido en el literal a), podemos asegurar que cuando ¢t = 5, la
altura alcanzada por el objeto es

H(5) = —16-5> 4160 - 5 = 400 pies.

Ejemplo 8.34  Suponga que durante un programa nacional para inmunizar a la poblacion con-

tra cierto tipo de gripe, los funcionarios de salud publica encontraron que el costo de vacunacion
) ) 1502 .
del x % de la poblacion era aprozimadamente f(x) = 500 millones de ddlares. Represente la
-z
funcion de manera grifica y especifique qué segmento de ésta es pertinente para la situacion prdc-
tica en consideracion.

Solucién

Para representar graficamente esta funcion, debemos hac-
er el analisis completo. El dominio de la funcion esta dado
por z € R\{200}. El codominio de la funcién esta dado por
f(z) € R\{-150}. La curva no tiene puntos de maximo ni
minimo.

La funcién no es par ni impar. Tiene una asintota vertical
en z = 200 y una asintota horizontal en f(z) = —150. Con
todos estos datos, ya podemos trazar la grafica de la fun-
cion.

Para la situaciéon practica en consideracién, debemos con-
siderar el tramo de curva que estd determinada en el primer cuadrante, por cuanto, el rango de
vacunacion es 0 < z < 200.

f2)

8.11. Tarea
1.  Encuentre la funcién lineal si:
a) y(1)=0,y0)=-2 b) y-1)=2,y1)=-1; <) y(6)=3,y(-2)=1

2.  Encuentre la funcién cuadratica si:
a) y(-1)=0,y(0)=5,y(6)=-7 b)
c) y(-6)=7,y(-3)=-8,y(2) =T

3. Encuentre el polinomio p(z) de un grado no mayor que tres que satisfaga las condiciones
p(=2) =1, p(-1) =6, p(0) =5, p(1) = 10.

4.  Graficar las siguientes expresiones:
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g)
h)
i)
j)
k)

1)

m)

322 —4
f(I)ZQ;I;—G;
x5

f(z):x‘l T
2 _
fla) = |
2 {3542
flw) = i2i4z13;
flx) = (2 =)o+ 1;
3 + 202
flz) = @1

Graficar las siguientes expresiones:
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n = VE
o) fly=YELo )

f(x) = = i3
2 —x — 15
f(x)_2i2—§x—5’
34?2z
flo) =" ;
24+ —6
fwy =
(x —2)%
_ 2 +4r+3 _
=22
92
) = V322,
x
1= gt
J— x+ .
f(I)— $2+27
3z2 — 4
f(z) = ;
fla) = e 2
v 22— 1
4x2 -1
f(z) = : ;
22+ 9
flz) = 1
f) = V2 —4x
o 2—z



Capitulo 9

Funciones exponenciales y
logaritmicas

9.1. Expresiones exponenciales y logaritmicas

Analicemos los problemas principales que surgen al estudiar las potencias:

1. Sean dados los ntimeros reales a y k. Hallese un ntimero real x tal, que x = a”. Este es
un problema de elevacién de un ntmero real a potencia. Es resoluble para cualquier ntimero
positivo a y cualquier nimero real k. Si a =0y k > 0, entonces z = 0.

2. Sean dados los ntimeros reales b y k. Hallese un niimero real z tal, que se verifique 2* = b.
Si b es numero positivo cualquiera y k es cualquier nimero real distinto de cero, el problema
. 1
se reduce al anterior, pues la respuesta la da el nimero z = b%. En efecto,

ok = (b%)a _pk —pl —p,

Si k =0y b=1, entonces la solucién de este problema es un ntumero real = distinto de cero.
Si k=0yb=#1, este problema no tiene solucion.

3. Sean dados los numeros reales a y b. Hallese un namero real x tal, que se verifique a® = b.
Se estudiara este problema sélo para a y b reales y positivos. Sia =1y b =1, a titulo de
solucion de este problema interviene cualquier ntimero real x. Sia =1y b # 1, el problema
no tiene solucién. Analicemos el caso en que a # 1.

Teorema 9.1  Para todo par de nimeros reales a y b tales, que a >0, a # 1, y b > 0, existe un
numero real, y sélo uno, x tal, que a® = b.

Demostracion

Supongamos que existen unos numeros reales x; y o tales, que a** = b y a® = b. Segun la
propiedad de transitividad de las igualdades tenemos a® = @®2, implica que x; = 2, lo que se
trataba de demostrar.

Definicion 9.1 Logaritmo de un namero
Sia>0,a#1yb>0, un numero real k recibe el nombre de logaritmo del nimero b de base a y
se denota k = log,b, si a* = b.



El logaritmo se define solamente para un ntmero positivo de base positiva y distinta de la uni-
cidad, es decir, para cualquier a < 0, a = 1 y para todo b < 0 el concepto de logaritmo esta privado
de sentido. Asi pues, en la definicion de logaritmo log,b tenemos siempre a > 0, a # 1, b > 0. De
la definicién de logaritmo se deduce la identidad logaritmica fundamental alo8.b Haciendo uso de
la definicion de logaritmo, obtenemos log,a = 1, y log,1 = 0. Teniendo en cuenta la unicidad del
logaritmo podemos constatar que si ¢ > 0 y ¢ # 1, entonces siempre log,c # 0.

Procedemos a considerar las propiedades més importantes del logaritmo:

Teorema 9.2  Suponga que los nimeros M, N y a son tales que M >0, N >0,a >0 ya # 1.
Entonces
log, MN =log, M +log, V.

Demostracion
Examinemos
a'g MN = NN
_ aloga Alaloga N
_ aloga M—+log, N'
Asi pues,

aloga MN aloga M+log, N'

Al aplicar a la ultima igualdad, las propiedades de las potencias, obtenemos
log, MN =log, M +log, N.

Teorema 9.3  Suponga que los nimeros M, N y a son tales que M >0, N >0,a>0ya # 1.
Entonces

M
log,, N log, M —log, N.

Teorema 9.4  Suponga que los nimeros M, a, k son tales que M >0, a >0 y a # 1, mientras
que k es un nimero real cualquiera. Entonces

log, M* = klog, M.

Demostracion
Examinemos
k
aloga M _ Mk
k
_ (aloga Z\/I)
ak log, M.

Asi pues,

qloga M* _  klog, M
Al aplicar a la ultima igualdad, las propiedades de las potencias, obtenemos

logaMk = klog, M.



Teorema 9.5  Suponga que los numeros M, a, k y r son tales que M > 0, a > 0 ya # 1,
mientras que k y r son numeros reales cualesquiera (r #0). Entonces

k
log,» M* = - log, M.

Demostracion
Examinemos
log,r M*
(ar) 0g, — Mk
k
_ (aloga M)
ak log, M
17klog, M
= |@’]
Elog M

— (ar) T 1084 .

Asi pues,

(ar)loga,r MF _ (ar)% log, M )
Aplicando a la ultima ecuacion las propiedades de las potencias, obtenemos
vk
log,- M" = - log, M.

Teorema 9.6  Suponga que los nimeros M, a, b son tales que M > 0, a > 0, b > 0, a # 1,
b # 1. Entonces

log, M
log, M = —2
log, b
Demostracion
Examinemos
als M — \f
blogl7 M
log, M
(alog{L b) b
aloga blog, M'
Asi pues,

aloga M _ aloga blog, M.
Aplicando a la ultima ecuacién las propiedades de las potencias, obtenemos
log, M = log, blog, M.

Conforme a la propiedad de las igualdades, ambos miembros de esta igualdad podemos multi-

1

plicarlos por e b (puesto que b # 1, tenemos log, b # 0) y convencernos de que es valida la

igualdad




Teorema 9.7  Suponga que los niumeros M, N, a, son tales que M >0, N >0, a >0, a # 1.
Entonces
log, M =log, N = M =N.

Demostracion
De acuerdo con la identidad logaritmica fundamental, tenemos

M = aloga M y N = alogN

por consiguiente
M=N <& a°M=gls.N (1)

Segin las propiedades de las potencias, tenemos
al°se M — gloga N o Jog M =log, N (2)

De (1) y (2) se deduce que
M=N <& log,M =log,N.

Ejemplo 9.1  Simplifique la expresion:

(\[2) 3logﬁ57210gﬁ25710gﬁ10+210g\/§\/5.

Solucion

slog z5—2log 55%~log s10+2log 5%

A= (V)
(\/§> slog 55-4log 55-log s10+log 55

~log ;10 1
- 2) -
(v2 0

Ejemplo 9.2  Simplifiqgue la expresion:
y3log,2 _ 1, 5)10g%3—1'

Solucion

. log;3-logs 3 log;2
A_410g423(2> ’ 22_23@’) T =22 -2=8-2=6.

Ejemplo 9.3  Simplifique la expresion:

log, V16 + log8\4[2 — 1og327\/§ — logs1/ 5V5

Solucion

A = log22% + 10g232i - 10g33% - log55%



Ejemplo 9.4  Simplifiqgue la expresion:
g2log,2+4logg, 2 /32+1log,16
Solucién
A = [9210g32+410g342 ./ 32+3log,24
g2log,2+log,2  /32+2log,2
(32)310g32 .g1+log,2 _ gelog,2  g1+log,2
3710g,2 3 _ 3log,2" 3 _ o7 3 _ 334

Ejemplo 9.5  Simplifiqgue la expresion:

1 NE
72 logQ\/; logys V2 + 10 log, ({)

A = T2 log25*% -1og522% +10 log22’%

1 11 2
= 72 (—2) logyb - 3 §log52 +10- <—5> log,2

1 2
= —36logy5 - 610g52 +10- <—5) log,2
= —6logyb-logs2 —4=—-6—-4=-10.

Solucion

Ejemplo 9.6  Simplifique la expresion:

Va-V/2V16 . 4 ;
log, <\@ —log% E—I—log%Q\/g.

1
2% .21 22\ 3 .
A = 1 S ) flogy [ Z) 41 ,,(32-33)
0g2< o1 ) 0gy (22> 08,1

Solucién

16 1 7 16 1 14
= log,215 +log,22 —2- 3 logy3 = ' log,2 + 3 logy2 — 3
_ 161 143
152 3 10
Ejemplo 9.7  Simplifiqgue la expresion:
79 (49%10g79710g76 n 5710g¢54) '
Soluciéon
A = 7 <(72)log7\/§—10g76+510g5%22) _ (7210g7% +574log52)
— log.(3)* | rlog 2—4) _ Lo o1 _ 5 _ 45
72(g —72 (c42t) =72 2 =22
72 (7eT\2) 4 56s 7 1 + 7 16 5



Teorema 9.8  Suponga que los nimeros M, N, a, son tales que M >0, N >0, a > 1. Entonces,
si la base es mayor que la unidad, al menor de dos nimeros positivos le corresponde el logaritmo
menor y al menor logaritmo le corresponde el nimero menor. Es decir:

log, M <log, N = M <N.

Demostracion
De acuerdo con la identidad logaritmica fundamental, tenemos

M = aloga M y N = alogN

por consiguiente
M<N & %M glos.N (3)

Segun las propiedades de las potencias, tenemos
a8 M < gloga N o log, M < log, N (4)

De (3) v (4) se deduce que
M<N <& log,M <log, N.

Teorema 9.9  Suponga que los nimeros M, a, r son tales que M > 0, 0 < a < 1. Entonces,
si la base es mayor que la unidad, al menor de dos nimeros positivos, le corresponde el logaritmo
mayor y al logaritmo mayor le corresponde el nimero menor. FEs decir:

log, M <log, N = M > N.

Teorema 9.10  Suponga que los nimeros M, a, r son tales que M >0, a > 0, a # 1, mientras
que r es un nimero real cualquiera (r #0). Entonces

log,» M" = log M.
Teorema 9.11  Suponga que los nimeros a, b son tales que, a > 0,b >0, a # 1, b # 1. Entonces
log, b =log,a = 1.

Definicion 9.2 Logaritmos de base 10 y base e

Los logaritmos de base 10 se denominan decimales y en lugar de la designacion log,oM se es-
cribe logM. Los logaritmos de base e (e es un mimero irracional, cuyo valor aproximado es
2,718281828459045...) se denominan naturales, y en lugar de la designacion log, N se escribe InN .

Ejemplo 9.8 Demuéstrese que si a, b y ¢ son numeros reales que satisfagan la condicion
0<b<c<a—1, entonces se verifica la desigualdad

log, (a +b) < log(,_, a-.

Solucién
Por cuanto a > 0y ¢ > b > 0, resulta evidente la validez de la desigualdad

a® — (¢ —b)a —be < a?,
la cual puede ser escrita de la manera siguiente:

(a+b)(a—c) <a> (5)



Como a > 1, podemos aprovechar una de las propiedades y obtener la desigualdad
log, (a+b)(a—c) <2, (6)

que es equivalente a la desigualdad (5).
Haciendo uso de la propiedad 1, obtenemos la desigualdad

loga (Cl + b) + loga (Cl - C) < 27 (7)

que es equivalente a la desigualdad (6).

Cada sumando en el primer miembro de la desigualdad (5) es positivo, puesto que a +b > 1y
a—c > 1. Por consiguiente, elevando al cuadrado los miembros primero y segundo de la desigualdad
(7), obtenemos una desigualdad equivalente.

Por eso, la desigualdad (7) es equivalente a la desigualdad

[log, (a +b) +log, (a — o)]* < 4,
la cual es equivalente a la desigualdad siguiente
[log, (a+b) — log, (a — ¢)]” < 4 —4log, (a +b)log, (a—c).  (8)

La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad (5), la cual es verdadera, por consiguiente, seréa
verdadera también la desigualdad (8).
Dado que, para b > 0, ¢ > 0, se verifica la desigualdad

0 < [log, (a+0b) —log, (a—c)*, (9

podemos valernos de la propiedad de transitividad de las desigualdades.
En este caso la validez de las desigualdades (8) y (9) predetermina la validez de la desigualdad

0 <4 —4log, (a+b)log, (a —c),
que puede ser escrita en la forma
log,, (a + b)log, (a —c¢) < 1.

Al aplicar la propiedad correspondiente y al tener presente que a — ¢ > 1y a > 1, concluimos que
la desigualdad de partida es verdadera.

9.2. Tarea

1.  Utilizando las propiedades de los logaritmos, simplifique la expresion 49!~ logr 25,

2. Calcular log 25, si log2 = a.
3. Calcular log, 18, si log; 12 = a.

4. Calcular log,q 16, si log;, 28 = a.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

a)

Calcular log,4 60, si logg 30 = a, log;524 = b.
Calcular log 1250, si log 2 = 0, 3010.

Calcular log; 40, si log, 5 = a.

Calcular logg 16, si log, 27 = a.

Calcular logs 5, si logg 2 = a, logg 5 = b.
Calcular logss 28, si log,, 7 = a, log 4 5 = 0.
Calcular logg 3, 38, si log2 = a, log;3 = b.
Calcular log, 360, si logs 20 = a, logs 15 = b.
Calcular log,, 60, si logg 30 = a, log;524 = b.

Demuestre las identidades:
log, nlog, n log, n
log,n = 2e OB ) el
og, n + log, n log,, n

=1+log, b;

_ log,a+log,n

14 logyn

Utilizando las propiedades de los logaritmos, simplifique las expresiones:

log%\@ + log %9 — logé V32 + log% v/ 128v/2;

64
log,27 — log\[27 —log127 — log§ (27),
2 log5\[+ 5 log, 525 — loggﬁ— 2;

log%\/g - log%(5\[> + 10g(1+\/§) (4 + 2\/5);

MO

1 15 242
logy 4 (5 ‘3/%> +logg ¢ ({) + logg 39 <f> ;

5

(log, 5125 + log325) <log V5 = logg o V 5);
(0, 1)2 logo,1-1,5logo,1 (0,1)" [log(&)+2- logzo];

1 1 1 5
llogé\/;Jr 6 log% (2> -2 log%3 (4)] = logﬂ\yg;

10g2<’/g QIOgﬁi/% 5 2 3 2
— — log g7 glogﬁ 3’

logz /7 log V7



1 log.12 log.4
k) {10%27—10&)5()} (Og3 — ks );
Lo T3 logzs3  logog3
0g./3 4 1 Jogs—2 log2
1 {10 (2\/5 + 1003 logs—2log }
) log, V2 Bva )

16.  Utilizando las propiedades de los logaritmos, simplifique la siguiente expresion:

a) 103 logo-logs+logz  ~log, 527 d) 32 log,32-4 log,64+log;10.
b) gi+log,4 + 2log23—2; e) 93-log,3 4 7l+2 10g72;

1-log,2,5 1(9log, ,2-31og, ,4)
1 g f 0 2 2 0,2 0,2 .
<) olog,s . (3) -loggy2 - log,81; ) @3

17.  Utilizando las propiedades de los logaritmos, simplifique la siguiente expresion:

a) 1og\/§ 4/\/\/? + log 3774 \/g;

4
1 V33 V8 VT
b) log,( —= | +logs [ 22 | +log, [ ——= | —log. | — |;
) 0g2<4\/1> og5< o7 ) 0g4<128ﬁ o7\ 35
log;81 1-log, 2 —log.6) .
) Togs9 (36 ) 7)’
1

d) 3°198:5 . (log2 + logb + log300 — log3);
1 1 1 1
e) 5 (QhL 08,55 _ 32(4+ Og162)) _ logﬁ (2\6>;

f) log /5 \ \/ 2ﬁ+logm \4/ M

9.3. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Definicion 9.3 Ecuaciéon exponencial
Sea a un numero positivo fijo distinto de la unidad, entonces, la ecuacion a® = b se denomina
ecuacion exponencial elemental.

El dominio natural de definiciéon para la funcién y = a® es el conjunto de todos los niameros
reales. Es decir, es el intervalo (—oo;+00). La funcién y = a” es estrictamente monotona en el
conjunto (—oo;+00) y el codominio esta representado por el intervalo (0; +00). Por consiguiente,
la ecuacién a® = b no tiene raices, cuando cada b es no positivo, mientras que para cada b positivo
la ecuacion a® = b tiene una raiz tinica que se denotara x1. Por cuanto x; es la raiz de la ecuacion
a® = b, es valida la igualdad numérica a** = b, la cual es equivalente a la igualdad numérica
x1 = log,b.

Asi pues, para cada b no positivo la ecuacion a® = b no tiene raices, y para cada b positivo
tiene una raiz Gnica z; = log,b.

En la siguiente tabla se exponen los resultados de la resoluciéon de la ecuacion a® = b.



| b>0 | b=0 | b<0
a®=b ‘ x1 =log, b ‘ No hay solucion ‘ No hay solucién

Sea a un numero positivo fijo distinto de la unidad, entonces la ecuacion log,x = b se denomina
ecuacion logaritmica elemental.

El dominio natural de la funcién y = log, « es el conjunto de todos los ntimeros positivos. Es
decir, es el intervalo (0;+00). La funciéon y = log, x es estrictamente monotona en el conjunto
(0; +00) y el codominio estéa representado por toda la recta numeérica (—oo; 400).

Por eso, para todo b la ecuacion log, z = b tiene una raiz tnica que se denotara con x;. Por
cuanto x; es la raiz de la ecuacién log, x = b, es valida la igualdad numérica log, z = b, la cual es
equivalente a la igualdad numérica x; = a’. Por consiguiente para cada b la ecuaciéon log, x = b

tiene la raiz unica z; = a’.

En la siguiente tabla se exponen los resultados de la resolucién de la ecuacién log, z = b.

| b>0 | b=0 | b<0
log,x =05 ‘ xlzab‘

xlzl‘xlzab

Existen ecuaciones que no se resuelven aplicando solamente transformaciones equivalentes; al
resolver las ecuaciones mucho més a menudo tenemos que aplicar transformaciones no equivalentes.

Sea a un ntmero fijo tal, que a > 0y a # 1:
1. f(x) = alo8./ (),

2. log,f*(z) = 2log, f(x);

log, f*(z) = 2 log, [~ f (2)};

log, [f(x)g(2)] = log, f(x) + log,g(x);

5. log, f(w)g(x) = log,[—f(2)] + log,[~-g(2)];

- W

6. log, (ﬁjﬁ) ~ log, f(x) — log,g(x):
7. log, (58) — log, |~ f(x)] — log,[~g()].

Sea a un namero fijo positivo cualquiera, distinto de la unidad. Sea dada la ecuacion log, f(x) =
log,g(x). La sustitucion de esta ecuaciéon por la ecuacion f(x) = g(x) se denomina potenciacion
de la ecuacion.

Al realizar la potenciaciéon de una ecuacién, no se pueden perder raices, sino s6lo adquirir ex-
tranas. Por esta razon, si al resolver una ecuacion, se realiza la potenciacion, resulta necesaria la
comprobacioén al final de la resolucion.



Ejemplo 9.9  Resuelva las siguientes ecuaciones:

2—3x
1
a) 9“(3) = V27" VRIS, b) 57 - 25072 = 375

c) 3-472=2 (256— 16131).

Solucién

2 (1 o 30 2(@4d) 2w o3z—2 3z 2(z+d)
a)3-§ =32.3 3 = 373 =32 -3 3

X 17 424
gro-2 gl g o 1TH24 g g0 o z:%.

b) 5-572 —2.5""2 =375 = (5-2)5"T2 =375 = 572 =125
5512 =5 = z+2=3 = z=1

16 - 512
131

8192 8192
Ind=In|— =1 — .
vl n<1m) 5 o “<1m)
Ejemplo 9.10  Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) logys(z+1) —logos(z—3)=1;  b) logy(a? —1) ~logy(ax — 1) = logs /(2 — 2)2.
Solucién

1 3
A= =512-2-47 -4 4 (= =512 4 =
c) 3 =5 = <16+8) 512 =

1 1 1
a) logr (252 ) =1 = ZF 12 o 9p40-0-3 = 2= -5
2 xr—3 2
La raiz obtenida no es solucion de la ecuacion.
2 —1 5 x? =1 5
b) 10g4m:10g4 (2—37) = m: (2—1‘)
2 -1 (z=1)(z+1) x+1
— =4(2 - = ———= =4(2- = =+(2 -
=) T -2 = =22
1=(2- -1 2 204+3=0
et )(a—1) = (TTI=E-DE-1) v
z+1=—-2—-x)(z—-1) x> —4r+1=0

Este sistema de ecuaciones tiene por solucion z = 2 + /3.

9.4. Tarea
1. Resuelva las ecuaciones:

a) 42w _ 321;,2; .]) 5$+1 4+ 5% 4 59:72 — 151 = 07
b) 4% +64 =162 k) 2%+ por—l_or=3 70,
c) 3714 3v 437t = 39; 1) 521 49.5% — 2 =0;
d) 3% =31, m) 9% —2.3""2 181 =0;
e) 2°t1.2% —64; n) 7 8.7t = 1
g) 3% —5-3"=—6; p) 471 =13.4"72 21,
h) gr+4 +2. gz—1 _ 2205; q) 92a+6 + 4(421 _ 8.’IJ+1) =0;

i) 727t 7T =43, r) 3137 413"t — 272 = 5. 27FL,



) AN\ 7\t 16 _
) \7) \1 19

108 — 139 - 5z
t r 3= "
) 5°—3 o5e ;

0 ()76

Resuelva las ecuaciones:

a) 390274 _ 52:10;

b) 5% 46T =30 + 1507,
c) 4% 427t 24 =0,

d) 2°40,57°—-6-0,5"=1;
e) 6-3° —13-6"+6-2% = 0;

3\* 7
£) (2) + <=2,
) (3) +i-
g) (x2+m—57)3w2+3:(x2+x—57)101;

2\" (9\" 27
W (3) (5) -5
i) 27°5"° =0,001(10° "),
) 3 z—1 4 l/w_ 9 .
Y\ 3) T 16

L (25 z?—12 27\ 3
900 (3)  =(i5)

) \/2:5\3/41* -0,1251/% = 4/2;

Resuelva las ecuaciones:

a) 167 +36° =2 - 817;

b) 56-4°71 — 53147 + 2497105 — (;
C) 2233_91‘_2.63:8—1 +42x—1.34x—2:o;
d) 2°-2.0,5-2°—0,5"+1=0;

e) 27-273%49.2% _23¢ _97.27% = §;
f) 3%.872 = ¢;

3x

g) 57727 =4

Resuelva las ecuaciones:

a) 3Va?+2 _ gVa?+l gVl _ 68:
1

b) 2-5x+1—5-4x+2—%-5x+2:3-43”‘1;

V) \4/5@ _ 83x21—x;

w) 67 — 27713972 = 2/5logs289;
x) 27(2%" —27r+2)=2-8"—1;
) g3eitr g _ 9. 8302-&-%;

z) 3V20-31 —5V/22-35 _ 32 = (.

m) 10% —5°1. 2772 = 950;
n) 23:17 . 32? - 231’71 . 3I+1 — 7288,
0) 273 _5.49% 1 3=0;
p) 3-5%71 _2.5771 =02
q) 9771 -36-3""3+3=0;
22410 9
4 2v-2’ )
s) 37+ —4.27771 4 95Tl 80 = (;
t) qve+l _ova+i+2 0;
u) 2ZL’+\/:E274 o 5 . (\/i)x72+\/x274 _ 6 — O7
v) 5% — 77 —35.5%" —35.7" =0
4% = 3x—0,5 _ 3m+0,5 _ 22w—1;
x) (24+V3)" + (2 - V3)* =4
y) 4% 46" =297,
z) 2-4° +25"T1 =15.10".

h) (2% —z— 1)£2_1 =1;
|x272m = 1:

i) |z ;
) (x—2)" 7" = (z—2)'%

k) (3z—4)2+2 = (3¢ — 4)°7,
1) 3% 4% =57
m) 8—2-274+235" — gz =0.

c) 3(107 —6772) + 410" = 5(10"7 4+ 6°71);

d) (2+V3)" 2t (2 VBTl <

e) (2_|_ \/g)w272x+1 + (2_ \/g)wzf%fl _




7.

32\/1:z 3+1

£) Va(9Ve P —3vei ) =

— 3V Sl L6 /r — 18,

g) 2vx-4% 527 42/ = 2272 1 5\ /1 . 27 4 4;

Resuelva las ecuaciones:

a) log(5 —z) + log(2x — 3) = log 5;
b) 3 —log125= (2% — 5z + 9)log2;
c) logz + log 50 = log 1000;

d) logx +log(z +20) =2;

e) logx =1+4log(22 — x);

f) log(54 — 2*) = 3log x;

g) log,(22% — Tz +12) = 2;

h) log, (22 —4x +3) = 2;

i) logs(3” —1)-logs(3"" —3) = 6;
J) z+log(l+ 2z) = xlogh5 + log6;
k) log, (4w + 4) =z + log, (21+1 —

3);

m) 10g(2x —3)2 —log(3z — 1) =2
n) logy(z+4) = (logy 7 — log, 5) log, 4;
0) log%(él—x):logl 2—10g1(m—1);
-1
1 2427 — 1
p) logy(s? + 2 — 3) = logy —— T r3
Resuelva las ecuaciones:
a) 10gz+4(m2 - 1) = 10gz+%(5 - LE),
b) log2x+logq:+1:71;
log {5

c) log®z3 —log(0, 121%) = 0;

d) (1-—1log2)logsx =log3 — log(x — 2);
e) log(20 — z) = log® z;

f) zl7los® =0 01;

g) log,(32'°87 +4) = 2log; x;

1
h) logs(5'/" +125) = logs 6 + 1 + o

) 2
i) log, —— =log,(4 ~x);

J) logs[(x —1)(2z — 1)] = 0;
—4
k) logﬁx $+3:—2;

1) log(x+1,5) = —logu;
m) log(4,5—z) =log4,5—
n) log,s(x+2) = 1

0) logvz—>5+1logv2r—3+1=1log30;

log x;

Resuelva las ecuaciones:

log, [(a: —1)lo8 (H>2] =2
log 2 + log(4 — 5x — 622)

:3'
log(2z — 1) ’
\/1+10g2:17+\/4log4:1372:4;
lo x2_m_1 —0;
gf r—2 — Y
4/ 2
V1og, x* + 4log, \/7—
x
log(3z —5) 1
322425 2
log(2z —5) 1
2—-8 2
logy(2? — 3z — 5) = logs(7 — 2x);
log(z + 4) + log(2z + 3) = log(1 — 2x);

log,(z? — 1) = logl/z(x - 1.

log,_(2z —9) = log, (23 — 62);
logs, 22+ 2logs, o @ =logs, o(z+1);
logs (3z — 11) 4 logs (z — 27) = 3 + log; 8;
1—logx log? 14 — log24.
x N log3,5% '
log,(z + 1)? 4 log, V22 + 22 + 1 = 6;
log(35 — z%) 3.
log(6 —z)
log 2 + log(4 — 5z — 62°)
log ¥/2x — 1
log, /5 logs Viz = 0;
2 — 2z

log; /5 logg r_3 0;

log, logy logs (22 — 1) = =
log,(z +12) - log, 2 = 1.




J)
k)
)

m)

2

2 _ .
z* -log, 27 -loggx = x + 4; n) logf/24x+log2%:8;

4—z
1 +1log, —— = (logz® — 1) log, 10; lo 2
x T ’ g (7 — 8
10 2 0) log(a 8 -log(2 - x) = 22T =Y,
1+ 2log, 2-log, (10 — z) = ; 0g5(2 — )
log, @ p) (Ya)rr =5
1ogz+% 2 =log, 4; qQ) glogs o+l — gp

logs(—2% — 8z — 14) -log,2, 4,049 =1; 1) 2log, 3+ logs, 3+ 3logy, 3 = 0;

0,1log* z — logZz + 0,9 = 0; 1
gl & 5 s) log, T3 =log,_1(z+1);

+ ;
5-4log(z+1) 1+4log(z+1) t) logs, 7(52 + 3) +1logs, 3(3x 4+ 7) = 2;
4 —logxz = 3+/log x; u) 0,4l08” e +1 _ g o52-loga®,
log?(100z) +log*(10z) = 14logz +15; ) 1 g5l-lesiz _  g42lom 22,

2
1 —log 372 —logz* + 5: w) 2'°8% = 1000z7;
log x — 210g5x x) ValosvE = 10;
log, 5v/5 — = = log? V/5; y) @8 =4
4 3 ) 71°gff+7 — 1010gm+1
log(log z) 4 log(log z° — 2) = 0; z) :

log, 2+ logy z = 2, 5;

Resuelva las ecuaciones:

)
b)

c)
d)

e) Qxlogz =+ Sx—logx — 57
f) log,(9 — 2%) = 2518 V3—7,
g) |z — 1B el — g 1P
og w41 . 5logw71; h) glogs(1—z) _ (2%2 +92r + 5)log3 2

3 2
wlog,2 z”—logsy x+3 __

1510g5 3, xlogs 9z+1
5logw o 3logw71

1
P

log, (2272 — 1) 4 4 = 2x;
3

Resuelva las ecuaciones:

log(m_l)g(:c2 — 4z 44) = 2 +log,_1y2(x + 5)%
logv1l+x+3logvl—xz=logv1—22+2;

—V4x+1 1 1 1
log (3\/41:+1724 VASFT ) _9_ /x+ 110g4+ og4 6;

logg(x 4+ 1) = logg(1 — ) + logg (22 + 3);
1 1

S S

5 —4log(z + 1) 1+ log(x + 1)’

2
\/2 <log2 36:74 - 1) (2 + log, 8z) = log, 2x;

logy, (622 — 5z + 1) —logs, (42 —da +1) = 2;

logs, ;(102% — Tz 4+ 1)* = 2 + log,, (2522 — 10z + 1);

log(x? — 7o +3) — log(2x + 1) = log(z* + 7z — 3) — log(2z — 1);
log(x — 2) +log(z — 3) = 1 — log 5;

log vVbx —4 +log Vo +1=2+1og0,18.

logg 5 ° — 141logyg, #* + 40logy, vz = 0;

m) logvbzr—4+logvr+1=2+1log0,18;

n)
o)

log(z® + 27) — 0, 5log(z? + 62 + 9) = 3log V/7;
log 5 + log(z 4+ 10) = 1 — log(2z — 1) + log(21x — 20);



10.

11.

p) )logi ;o V1+x+3log (1 —x) =log; 6

r) 3log;s(Va2+1+z)+logy(vVa2+1—x)
S) ajlogg x2710g2 2x—2 + (1, + 2)log(z+2)2 4=3 — 3,

t) log(3® —2%7%) =2 +0,25log 16 — 0, 5z log 4;

(1-

q) log, logy(z? —16) — logy /5 logy /3 2 — 16 = 2;

x2)2 + 2;

= logyg(42 — 1) — 0, 5;

u) 3log2+log(2Ve1! — 1) =log(0,4V2Ve=T1 4 4) + 1

Resuelva los sistemas de ecuaciones:

a) 47 = 16y
2o+l = 4y
b) log\f =4
372Y = 576
o) 6427 + 642Y = 40
64%TY = 12
a) VI = 512
log \/xy =1+ log?2
{21 — 2y =24
e)
x+y—8
37 — 2y =77
f) x
32 — 2 T =7
YT Ty = L
2) NN
(x4 y) =48
y+loger =2 =ArcSenl
h) Y = 22 logg 5 10
i) 222 +y =175
2logx —logy = 2log2 + log3
) ery _ y:r y
J :% ArcSenf + ArcCos—= )
qvT
k) {310g9w — y

N 2527 4 252’/ =30
257ty = 5./5

27 .3Y =12
2Y.3* =18

Resuelva los sistemas de ecuaciones:

n)

=)

)

)

<

)

o]

r)

»n

)

£)

s

)

v)

y)

logy y=z 5/2

a:y

my—x+y—118

{log4y v y 333)—1

+2v =12

6427 4+ 642Y = 12

[
{

647 = 4y/2

87 = 10y
{2z = 5y

2% . ¥ = 648
{390 4Y = 432

xy‘H =27

x+y —
a:+y —

{1oga§ + logy = log 2

30— 2% =177
32—y =7

1
3

=y"?
=3

> 4+y*=5

{

log, x
zy = 16

65

= 36



log(2? 4+ %) — 1 = log 13 N (x4 y) =
log(xz 4+ y) — log(z — y) = 3log 2 J 3logs(z+y)=x—y

b) {5(logy x +log, y) = 26 k) {zy = y:
zy = 64 zt =y
x 1 T
o) 2T . 4Y — 32 N log, zy + lo(jgg“y =0
log(z — y)? = 2log 2 log, ¢ —log,x -logyy =0
a) 102~ 1oel#=v) = 25 m) logy(z +y) + 2logs(x —y) = 5
log T — ) +log(z +y) =1+ 2log?2 27 — 5. 205 +y=1) 4 outl —
o )=y = 12 ) log,(10 —2¥) =4 —y
n
3log(2y z) — 1 logy =2 = logy(z — 1) — logy (3 — @)
S2Y = 576 logz - log(x + y) = logy - log(z — 1)
f) o)
log\f =4 logy - log(z + y) = logz - log(z — y)
logs = + 310& V=7 47+Y = 27 4 92
g) TV = 512 p) 8x+y —921. 2m+y = 27TV 4 7. 3m—y+1
h) 3(2log,> ¥ —log; /, y) = 10 ) -2t 2.2Y = 3y . 47FY
2y = 81 V' Yop. o2ty 3. 8740 — 1
) logg 5(y — ) + log, % =-2
22 +y? =125

9.5. Desigualdades exponenciales y logaritmicas

Definicion 9.4 Desigualdades potenciales
Sea a un niumero positivo fijo distinto de la unidad, entonces las desigualdades

a®>b
a® <b

se denominan desigualdades potenciales elementales.

Si b es un nimero no positivo, entonces, tomando en consideracion que en el intervalo (—oo; +00)
la funcién es positiva, concluimos que el intervalo (—oo; +00) es el conjunto de todas las soluciones
de la desigualdad a® > b, mientras que la desigualdad a® < b no tiene soluciones. Si b es un niimero
positivo, se analizan dos casos:

CASO 1: Seaa > 1. En toda la recta numérica, es decir, en el intervalo (—oo; +00) la funcion
y = a® es creciente, por lo cual cada valor numeérico de (0;4+00) ella lo toma una sola vez. Quiere
decir, si para x = xy € (—00;+00) la funcién toma el valor b, entonces para cada > xy toma
un valor superior a b, y para cada x < g, un valor inferior a b. Por consiguiente, en este caso el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad a* > b sera el intervalo (zg; +00), y el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad a® < b, el intervalo (—oo; xg), donde o = log, b.

CASO 2: Sea 0 < a < 1. El intervalo (—o0;+00), es decir, en toda la recta numérica la
funcion y = a® decrece. Por eso, razonando de forma semejante, concluimos que en este caso el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad a® > b es el intervalo (—oo;xg), y el conjunto



de todas las soluciones de la desigualdad a® < b es el intervalo (zg; +00), donde xy = log,, b.

Asi pues, si a > 1, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad a® > b es:

1. El conjunto (log, b; +00), para cada b positivo.

2. El conjunto (—oo;+00), para cada b no positivo; el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad a® < b es:

a)  El conjunto (—oo; log, b), para cada b positivo.

b)  Un conjunto vacio, para cada b no positivo.
Si0 < a< 1, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad a® > b es:
1. El conjunto (—oo; log, b), para cada b positivo.

2. El conjunto (—oo; 4+00), para cada b no positivo; el conjunto de todas las solucio-nes de la
desigualdad a® < b es:

a)  El conjunto (log, b; +00), para cada b positivo.

b)  Un conjunto vacio, para cada b no positivo.

En la siguiente tabla se dan los resultados que se obtienen al resolver las desigualdades a® > b
y a® <b.

b>0 b=0 b<0
a®*>b, a>1 (log, b; +00) (—o0; 400) (—o0; +00)
a®<b, a>1 (—o0; log, b) | No hay soluciones | No hay soluciones
a®*>b, 0<a<l1| (—ooc; log,b) (—o0; +00) (—o0; +00)
a®* <b, 0<a<l1]| (log, b +00) | No hay soluciones | No hay soluciones

Ejemplo 9.11  Resuelva las inecuaciones:

a) 57t <125.5%  b) 3VEFI>81,/(1)°7F; ¢ 5V > 12575,
Solucién
a) 5P <5dsr o 5T 5Tl o 2 430 <43

2 +20-3<0 = (z+3)(z—-1)<0 = zc[-3;1]

b) 3Vrt+l > 34, (L) 20re - gVail > 3t. (%)Z%I - 3gVatl > 347204*1'

32

o —4 z+1>0
3Vl > 35 o rri>2 0 o
- - 4 16(z +1) > (x —4)2

z+1>0 r>—1
=
z(r—24) <0 x € [0; 24]
La solucién de esta inecuaciéon se obtiene intersecando ambas soluciones parciales. Es decir: z €
[0; 24].

Te—2VTw—1 1 Te—2VTw—1
c) 5 V-1 >5.52 = 5 V-1 >5

[V

Tx—2Tzx—1
= V7r—1

v
[CIEN

7
Por lo tanto, la solucioén esta dada por: = € [— %) U [*' +oo).



Definicion 9.5 Desigualdades logaritmicas
Sea a un numero positivo fijo distinto de la unidad, entonces las desigualdades

log, z > b
log, z <b

se denominan desigualdades logaritmicas elementales.

Como las propiedades de la funcién y = log, =, que se emplean al resolver estas desigualdades,
son diferentes para a > 1 y para 0 < a < 1, entonces tenemos dos casos:

CASO 1: Sea a > 1. En el intervalo (0;4+00) la funciéon y = log, = es creciente, por lo cual
cada valor numeérico ella lo toma una sola vez. Quiere decir, si para = xg € (0; +00) la funciéon
toma el valor b, entonces para cada x > x tal, que x € (0; +00) la funciéon toma un valor mayor que
b, y para cada = < x tal, que = € (0;+00), ella toma un valor menor que b. Por consiguiente, en
este caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad log, x > b es el intervalo (zg; +00),
y el de todas las soluciones de la desigualdad log, < b, el intervalo (0;z¢), donde x + 0 = a®.

CASO 2: Sea 0 < a < 1. En el intervalo (0; +00) la funcion y = log, « decrece. Por eso, ra-
zonando de forma semejante, concluimos que en este caso el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad log, = > b es el intervalo (0; ) y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad

log, x < b, el intervalo (z¢, +oc), donde zy = a’.

Asi pues, si a > 1, entonces para cada b el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
log, x > b se representa por el intervalo (a’; +o0), y el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad log, x < b, es el intervalo (—oo; a®); si 0 < a < 1, entonces para cada b el conjunto de
todas las soluciones de la desigualdad log, z > b sera el intervalo (0; a®), y el conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad log, z < b, es el intervalo (a’; +oc0).

En la siguiente tabla se dan los resultados que se obtienen al resolver las desigualdades log, x > b
y log, z <.

—00 < b < 400
log,z >0, a>1 (ab; +00)
log,z <b, a>1 (0; a®)

log,z >0, 0<a<1 (0; ab)
log,z<b, 0<a<1 (ab; +00)

Ejemplo 9.12  Resuelva las inecuaciones:

a) logys(z? +1) <logy3(2z—5);  b) 2logy(z —1) —logy(2z —4) > 1.
Solucién

a) Aplicando las propiedades de los logaritmos, tenemos

2 +1 2 +1
logo 3(2% +1) —logg 3(22 —5) <0 = logys or—5 -0 T 5,51
2t — 5 2z — 5 v 72

Otra condicién esta dada por 2z — 5 > 0, de donde x > % Por tanto, la solucién de la inecuaciéon
es r = Q.



b) Analogamente al inciso anterior, tenemos

(x —1)2 (x —1)2 22 —6x+9
log, LT o WZ oy o ZZTI
%82 T4 7 9w —d w—d
(z —3)?
57— 4 >0 = z€(2; 3)U(3 +o0)

Otras condiciones son las suientes:
r—1>0 = z>1, 22—-4>0 = x>2

Por tanto, la solucién esta dada por: x € (2; 3) U (3; +00).

9.6. Tarea
1.  Resuelva las inecuaciones:
a) 5|4z—6\( > 253;17—4; g) l 1 > 11 ;
b 21+3+11 . 3% 42 3z+l 1
) 22z+1 4 9z _ 5 < 3a h) 4% < 32. 23\/5+£E + 41+\/5;
<) 4-7-5" 2 i) 35(1)"77" <64 348
52z+l _ 19.5% 44 — 3’ j) 520-10-3Va—2 _ 4 5e—5 o 5l+3va-2,
].]. . 3‘T_1 — 3]. k 52z+1 6:1:+1 30 596 . 301
d) " 71 2 5, ) + > 3”+ )
g R
° 3 _1sige > m) 22721 (5)7 7 42> 0;
) 1. \/m— ) \/m n) 18 - 3z+2\/ﬁ > 33—2Va+1l _ 7. 321;
) (5) > (5) ’ 0) 11372 4 1332 > 13321 _ 113z—1

2.  Resuelva las inecuaciones:

2 —1 x—3 h 1 1 . q) 52:c+1 > 5% + 4-

a) | Se <8 T ) 3% +5 S Zeri 1 e?—62-2,5 _ 1,
o i) 0,045 "8 < 625, r) 2 > 16v2;

b (&) s Hoosrse o S) VO ITE>E

3) T Vo e t) 36°—2.18° —8-9" > 1;
C) 8I + 18‘L _ 2 . 27I > 0, k) Ozcil 5 >w0, 6 w+1; u) 42:E+1 + 22:E+6 < 4 ) 81‘4»17
d) @ +zt+1)" <L ) 47 l;i‘ <97 v) 0,32HAF6t2 5 () 372,
e) 2 211—.13, m) 1-3 <9; W) 53\/5_’_5<5\/54-1_1_5\/57
£) 67 <216 n) |z — 327 > x) 25-2% —10% + 5% > 25;
g) 2°-5">0,1(10""1% o) 8”;: - 82””_;1 > 30; y) V3761 _7\/35-58 < 162;

p) 2777277 > 15, z) (427 42z + 1)“62*96 > 1.

3.  Resuelva las inecuaciones:

a) 23:+2 _ 2.’L‘+3 _ 21;+4 > 5J;+1 _ 5(E+2; 1 _ 1 > 0
0,5°—1 1—050F =~

3 13z? 3 z*+36 25 —62° ©)
b) e <[ <= . d) 24:6 _ 23x+1 _ 22:8 _ 2x+1 —92<0;
5 5 9 ’ ’



6.

e) 0,008% 4+ 5'73% 10,042+ < 30, 04;

f) /2057 +24) — 567 —7>67 £ 7;

g) V137 —5 < +/2(137 + 12) — V137 + 5;

3 2z 3 x—1 1 2 r—2
h) (2 2 —— (= 1,2
) (3) »(G) () e
0:

)

Resuelva las inecuaciones:

222 — 4z — 6 <C’0t3—7r'
2435— 11 - 4’
b) 1ogﬁ¢ < 20015?%;
PR S
logoz ~ log, vV +2
logg x log, /1 + 2z

log, (1 + 22) log, x
nf(l—2x 1
e) log4+2z—2%) 5 Si;

f) logg(z? —4x +3) > Tcm%;

a) logo,s

d)

g) logsx — 3logyx +2 > 0;
h) log,(22% + 3z + 1) > log,(2z + 2);
i |3 — ba| — 4

\/1og1 3|z|

j) logz+1)(a® +x—6)* >4

222 — 4z — 6
k) log; /s 1l

<0;

< -1
—11

Resuelva las inecuaciones:

a) log,_10,5>0,5;
b) IOgg,z(x -1) >4

2 10%0,25(w2*5$+8)
c) (5> < 2,5;

1 log1/9(12—3r+1)

&) log,(z—1)>2;
f) log, v21 —4z > 1,

1 LJF?) 1:
g) log, — >1;
h) log,(16 — 6x — %) < 1;
i) log,2_ 3729 > 3;
J) log% 0,3 > 05

Resuelva las inecuaciones:

)10g3)**~" > (logy 10)7*?;
47— 92e=1) 4 g3(#=2) 5 5o,
22x+2 + 6;c —_92. 323:+2 > O;
6-3"1 10
T 2z —1’
or+l _ 7 10
< 3 -2z

r—1

4
log, 713 > logy (2 — z);
log, 52z —3) > logx — 2(24 — 6x);

z-5\2

logg(x - logg 5(z — 1) > 5;
z°8® > 10;
(8 _ x)logg(S—x) < 23:&—4;

3
log -1 logs (5 — @);

logy/4(2 — z) > logy 4 xiﬂ;

logy /5(5 + 4z — z?) > —3;

1og071(1'2 +75) —logg 1 (z —4) < =2
log /5(22 + 5) < log; ;5(16 — z?) —1;
logs(z + 27) — logs(16 — 2x) > logs x;

2logg(x — 2) — logg(x — 3) > 3

logs vV3xz + 4 -log, 5 > 1;
210g8(x2—6x+9) < 3210g1 \/5—1;

1
3 + logg x — logs 5z > logy /3(z + 3);

log, (z° +1) -log, ;1 = > 2;
log, (z +1) <logy /(2 — 2);
log‘w74|(2x2 -9z +4) > 1;
log|, 162 logy (2 —x —2) > 1,
loga5 z +logy sz —2 < 0;
1—1log,x < 1
1+logyx — 27

logy(z + 1)% 4+ logy Va2 + 2z + 1 > 6;

log, /5 x +logy x> 1;
log, 5v/5 — 1,25 > (log, V/5)2.



. 2v2

2log0Y4 z-logg 4 2,5z > 17

V zlogz vz > 2,
0,25 = > {/0, 00821087 — 1;

0 4log3 %'log3 3z > 6 2510g3 2242,
T B0 > 2 5;
3log;z+2 < 3logx +5 2.
282 4 16710827 < 17;
logs(4” 4 1) 4 logy= 1 3 > 2, 5;

QIOgg 5

logy (3" — 1) log, /(3" "2 — 9) > —3;

log,[logs(2 —log, )] < 1;
x + log(1 + 2%) > xlog5 + log 6;
log (97 + 32771 —

Resuelva las inecuaciones:

a) log;log,:log,. x* > 0; 1) logs(x +3) > log,, 5 625;
b) log, log,(4” —12) < 1, m) log, z -logs 2z + logg « - log, 3z > 0;
<) logs (z* + 3) <0 n) 10g1/¢5(6m+1 —36%) > -2
422 — 162 ’ 0) log (2$+2 _ 4I) > _9.
322 — 167 + 21 va/s -
A vy promry p) 25157 4 g% < 30;
(xog_og(g) (;r_)x) qQ (2°+3. 271)210g2 z—logy (z46) 1;
e) ——————->0; r) 1 < .
10g10g|2x|$_—2|1‘ logy s V& +3 ~ loggs(z+1)
£ <0 ) t .t
) log 7 — log(—8 — 22) e 089y a:2 logy vV + 2
& log(x + 3) ’ 0 \/logp sz — 81 +2 L
h) log,(vV4x +5—1) - 1 logg sz —1 ;
logs(vAz +5+11) ~ 2’ u) |z — 1]ls2(2) 5 g qlesa(1+e),
lo ve+3-—-1 1 T —
i) go,s( ) <= v) 1 e <1;
loggs(Vz+3+5 2 20g31( ) ;
.~ logvz+7—1log2 w) tlogs :
J) —1; x—1 2 — 1
log 8 — log(z — 5) ) 6 1+ logy(2 + )
/ x )
k) log( z+1 + 1) < 3; 22 +1 x
log v/x —
Resuelva las inecuaciones:
3 3 222 — 3 3
a) \/10g4 SR log, w;
b) logg(z —|—8) 0,5logg o (2% + 4z + 4) < logg »(x + 58);
c) logy(2? —x — 6) +logy jp(z = 3) < —log; 3 3;
7 —
d) log\[ logl/\[( x+2)> logy 2 4;

2x+1/2) <x+3,5;

log1/2x+\/1—410g?/2x< 1;
\/1—910g%/8x> 1—4logy s z;

log, o4 _
log, 22 — 4’
log, 2 -log,, 2 -0 42 > 1;
log, logl/Q(gc2 -2)< 1

1 log, log, /5 (z2—4/5)
<2) <1

logs[log,(2 —log, ) — 1] < 1;
logs log; log, (2% — 3 - 27 4-10) > 0;
logy (1 +logy jg @ —logg ) < 1;
log, /5 logy log, 19> 0.

log,, /58 +log, /4 8 <




)

2) logl/z(m2+4m+4)

2 2510g2(w273x710) > -
¢) 2, -

. 23\ ? 32 )
f) (logyz)” — (logy o 3 + 9log, 2 < 4(logy o )%
g) 9log2(r71)71 _8. 510g2(x71)72 > glogz(xfl) —16- 510g2(171)
h) logy(z — 1) —logy(x + 1) + logst1 2> 0;

i) loggs(w +2)logy(x + 1) +log, 1 (z +2) > 0.

7

9.  Resuelva los sistemas de inecuaciones:

2) log, (z +2) > 2 b (x —1)1log2 + log(2* + 1) < log(7 - 2% + 12)
(22 — 8z + 13)476 < 1 log,(x +2) > 2

9.7. Funciones exponenciales y logaritmicas

Definicion 9.6 Funcién exponencial

Una funcion exponencial es una funcion de la forma f(x) = a*, donde a es una constante positiva.
En una funcién exponencial, la variable independiente x es el exponente de una constante positiva
conocida como la base de la funcidn.

Asi, una funcién exponencial es fundamentalmente diferente de una funcién potencial donde la
base es la variable y el exponente es una constante.

El hecho de trabajar con funciones exponenciales requiere el uso de la notacién exponencial y
las leyes algebraicas de exponentes.

Corrientemente, en algebra elemental, a” (a > 0) tiene significado sélo cuando x es un niimero
racional. En calculo es importante definir a® para valores irracionales de x.

Definicion 9.7 Logaritmo de un nimero

Sean a > 0 y a # 1. El nimero k se llama logaritmo del nimero b > 0 en el sistema de base a si
ab =b.

El logaritmo del nimero b en el sistema de base a se designa por log,b. Por la misma definicién
log_ b
a a”,

Definicion 9.8 Funcién exponencial
Una funcion de la forma h(z) = ka® (a > 0, a # 1) se llama funcion exponencial con base a, y la
curva correspondiente se conoce como curva exponencial.

Sea a > 0 el namero positivo dado, a # 1. La funcién exponencial f(z) = a” esta definida en
R, el intervalo (0; +00) es el conjunto de sus valores. Con a > 1 la funcion estrictamente crece, con
0 < a < 1, estrictamente decrece, los valores negativos de = producen valores positivos de f(z).
La funciéon exponencial f(x) = a”, x € R es inversible. La funcion inversa recibe el nombre de
logarftmica y se designa con f(z) = log,z, ella est4 definida en el intervalo (0; +00), el conjunto
R es el conjunto de sus valores.



Con a > 1 la funcion logaritmica estrictamente crece y la tasa de crecimiento para = > 1 es
lenta, con 0 < a < 1 estrictamente decrece y la tasa de decrecimiento para x > 1 es lenta. Sia > 1,
entonces, cuando x tiende a 0, la funcién decrece rapidamente. Si 0 < a < 1, entonces, cuando z
tiende a 0, la funcion crece rapidamente. Si a > 1, la funcién es negativa para 0 < x < 1y positiva
para z > 1. Si 0 < a < 1, la funcién es positiva para 0 < < 1 y negativa para = > 1.

Los graficos de las funciones
fl@)=a", zeR y f(z)=log,z, x € (0;+00)

son simétricos entre si con relaciéon a la recta y = z.

Sea a # 1 un nimero positivo. Decimos que y es el logaritmo de x en base a si a¥ = z. Es decir
log,z =y.

Sea x un namero positivo. El logaritmo natural de x es log,z = Inz. Notese que Inx solamente
se calcula para valores de x entre 1 y 10.

Sean x y a numeros positivos, a # 1. Entonces

Inz
— =log,x.
Ina

zlna

Sea a un ndmero positivo. Entonces, a* = e para cada niimero real x.

Las graficas de algunas funciones exponenciales para a > 1 se exponen en la figura (a) y en (b)
para 0 <a < 1.

y:fﬂgﬂx Dccﬂ"::]_

La funcion exponencial posee las siguientes caracteristicas:

» El dominio es (—o0; +00);

= El codominio es (0; +00);

= La funcion esta acotada inferiormente: y > 0;

= La funcién no toma el valor maximo ni tampoco el minimo;

= La funcién no es periodica;



= La funcién no es par ni tampoco impar;

=  Sia > 1, la funcién y = a® crece en todo el dominio; si 0 < a < 1, la funcion y = a”
decrece en todo el dominio;

= El punto (0, 1) es el tnico punto de interseccion con los ejes coordenados.

Ejemplo 9.13  Hallar el dominio de la funcion:

a) f(2) =m0 b)) fla)=v2" -3

Solucién )

a) La funcion esta definida si se cumple que 16*° — 2% £ 0, lo cual implica que

16°° £2° = 2% 297 o 4?4y

.%‘(4,%—1)750 = :C#ny?éi

Por lo tanto el dominio de la funcion es

2 € (—00;0) U (0; i) U Cl;+oo> .

b) La funcion esta definida si 2% — 3% > 0, es decir:
3" <2 = zlog3 <uzlog2 = z(logd—1log2) <0 = z<0.
Por lo tanto el dominio de la funcion es z € (—oo; 0].
Ejemplo 9.14  Hallar el conjunto imagen de la funcion:
flz) =4 —=2" + 1.

Solucién
Transformamos la ecuaciéon de la siguiente manera:

2
1
y:22w_2w+1 = y_1:22a:_21 = y_1:<2a:_> -

2
1Jr —§721 = z=1 }Jr 3
2 T\VY T 1T S N VA

La funcion esta definida si % +4/y— % > 0, lo cual implica que y — % >0, de donde y > %. Por lo

tanto el conjunto imagen esta dado por y € [%; +oo).

Ejemplo 9.15  Determinar la paridad de las funciones:
1 1 2T 4277
= — = — b = —
Solucién

1 1 1 1 1 1
a) f(—l’)—ﬁ—m— 32 —31——(390—3z> = —f().
Por tanto, la funcion es impar.
2-T 4 27(7w) -7 4 9= 9—T 4 9
b) f(-a) = : - - :

T 3z _3—(-z)  3-xr _3cr 3z _3-z
Por tanto, la funcién es par.




Ejemplo 9.16  Hallar de ser posible la inversa de la funcion dada, indique su dominio:

3T _ 9%
f@) = o
Solucion
_y =2 = y(3"4+2%)=3"-2" = (y+1)2"=(1—-y)3"
Y= 3o Y = Y = Y
1+y
log(y + 1) + zlog2 =log(1 — y) + zlog3 = =z =logs -
La funcion estéa definida si 1+ 1
-y >0 = y+ <0
1—y y—1

De esta desigualdad, obtenemos y € (—1;1).

Una funcién y = log,z, donde a es un namero fijo tal, que a > 0 y a # 1, se denomina funciéon
logaritmica. La funcién logaritmica posee las siguientes caracteristicas:

» El dominio es (0; +00);

s El codominio es (—o0; +00);

= La funcién no esta acotada ni superior ni inferiormente;

= La funcién no toma el valor méximo ni tampoco el minimo;
= La funcion no es periodica;

= La funcién no es par ni tampoco impar;

= Sia>1,lafuncién y = log,z crece en todo el dominio; si 0 < a < 1, la funcién y = log,x
decrece en todo el dominio;

= El punto (1, 0) es el tnico punto de interseccion con los ejes coordenados.

De nuestra experiencia con funciones inversas es intuitivamente posible que si la funciéon f(x)
es biunfvoca y continua sobre su dominio, entonces su inversa f~!(z) es continua sobre su dominio.
Como se dijo anteriormente, la funcion a® es continua sobre su dominio R. Consecuentemente su
inversa log,z es continua sobre su dominio (0; +00). De y = log,z se sigue que si a > 0, a # 1

log

y > 0, entonces z = a . También, ya que ¢’ = 1 y a' = a, tendremos que log,1 = 0 y

log,a = 1.

Ejemplo 9.17  Hallar el dominio de la funcion:

a) f(x)=logg,(a? —1);  b) f(z)=,/logg%=".

Soluciéon
a) Transformamos la ecuacion haciendo uso de las propiedades de los logaritmos:

log(z% — 1)

=1 2oy = 7

f(aj) Og3+w<x ) 10g(3 + JC)

La funcion est4 definida si
22—-1>0 (x—1)(xz+1)>0 x € (—o0;—1) U (1;400)
3+x>0 = {3+z2>0 = (€ (—3;+00)

log(3+x) #0 3+x#£1 x € (—o00; —2) U (—2; +00)



Por lo tanto el dominio de la funcion es x € (—3; —2) U (—=2; —1) U (1; +00).
b) Transformamos la ecuacion haciendo uso de las propiedades de los logaritmos:

[ 27-3 log 22=2
f(z) 083 r—1 log3

La funcién esta definida si log 2;:13 > 0, lo cual implica que 2;:13 > 1, es decir
2z — 3 -2

T72 150 = TT250 = g€ (—o01) U[2+00).
z—1 z—1

Por lo tanto el dominio de la funcion es x € (—o0;1) U [2; +00).

Ejemplo 9.18  Hallar el conjunto imagen de la funcion:

a) f(z) =loggz + log,3; b) f(z) = y/2logyx — logiz.
Solucién
a) Transformamos la ecuacion de la siguiente manera:

logz  logd log®z + log?3

=1 log,3 = =
Y =logs¥ + 08, log3  logz log3 logx

ylog3logz — log?z = log?3 = log’z — ylog3logz = —log?3

1 1 1 1
<1°gx - 2ylog3) 2= y’log’3 —log”3 = logw — ylogd =/ y” —1-log3
1 1
logz = ( in -1+ 52/) log3 = gz =3Vavi-ltay

La funcion esta definida si 1/iy2 —12>0, es decir
v’ —4>0 = (y+2)(y—2)>0.

Por lo tanto el conjunto imagen esta dado por y € (—oo; —2] U [2; +00).
b) Transformamos la ecuacion de la siguiente manera:

y? = 2log,x — logaz = logix — 2log,z = —y?
(logyx — 1)2 —1=—y* = logyr=1+ Vi—y? = = l+V/1-y?
La funcion estd definida si 1 — y2 > 0, es decir:
¥y’ —=1<0 = (y+1y—-1)<0.
Por lo tanto el conjunto imagen esta dado por y € [—1;1].

Ejemplo 9.19  Determinar la paridad de la funcion:

fz) =in? (x—l— x2—|—1).



Solucién

f(=z) = In? ((—x) + \/m) = In? (—:z: +Va2+ 1)
ln2<(\/x2+1z)(\/x2+1+z)>:1n2< 1 )

Vet +1+z Vi 4 il+z
= In? ( x? +1+m) = f(x).
Por lo tanto, la funcién es impar.
Ejemplo 9.20  Hallar de ser posible la inversa de la funcion dada, indique su dominio:
f(z) = log, (;v + Va2 + 1) .
Solucién
y = log, (ac—l— x2+1) = ylogazlog<x+ x2+1)
@/ =z+22+1 = (¥ —x)* =2®+1

a®¥ 2% =1 = z= (ayfa*y).

DO =

Esta funcién esta definida para todo y € R.

Las funciones exponenciales y logaritmicas desempenan un papel especial en las matematicas
aplicadas. A continuacién se presenta una muestra de situaciones practicas provenientes de las
ciencias que pueden describirse matemaéaticamente en términos de tales funciones.

CURVAS LOGISTICAS B

La grafica de una funcion de la forma Q(t) = T3 Ac B’ donde B, A y k son constantes positi-
e
vas, es una curva en forma de S. El término curva logistica también se utiliza para referirse a una

grafica de este tipo.

Para representar la funcion logistica Q(t) =

t B
o o E 5 Ac- B’ observe que la intersecciéon con el eje
/-"f_ vertical es

]

B B

T1440 144

t Q(0)

Las curvas logisticas son modelos bastante pre-
cisos del crecimiento de la poblacion cuando los factores ambientales imponen un limite superior
al tamano posible de la poblaciéon. También describen la propagaciéon de epidemias y rumores en
una comunidad.

DATACION MEDIANTE CARBONO 14
El diéxido de carbono en el aire contiene el isétopo radiactivo 14C' (carbono 14) asi como el isoétopo
estable '2C' (carbono 12). Las plantas vivas absorben diéxido de carbono del aire, lo que implica
que la razon de *C a '2C en una planta viva (o en un animal que se alimenta de plantas) es la
misma que hay en el aire. Cuando una planta o un animal mueren, la absorciéon de didéxido de



carbono cesa. El 2C' que ya esta en la planta o el animal permanece igual que en el momento
de la muerte, mientras que el *C decrece, y la razéon de '*C a '2C decrece exponencialmente.
Es razonable suponer que la razén Ry de '*C a '2C en la atmosfera es el mismo hoy que en el
pasado, de manera que la razén de *C a '2C en una muestra estd dada por una funciéon de la
forma R(t) = Roe . El promedio de vida del *C es 5730 aiios. Al comparar R(t) con Ry, los
arqueblogos pueden estimar la edad de la muestra.

CURVAS DE APRENDIZAJE

La grafica de una funcion de la forma Q(t) = B —

Qe Ae™"* donde B, A y k son constantes positivas, se lla-
—_——_— ma curva de aprendizaje. El nombre surge cuando los
B | psicologos descubrieron que funciones de esta forma de-
scriben con frecuencia, la relaciéon entre la eficiencia con
que un individuo realiza una tarea y la cantidad de ca-
X t pacitacion o experiencia que éste ha tenido.

En la figura se muestra una grafica con estas carac-
teristicas. El comportamiento de la grafica cuando ¢ crece sin limite, refleja el hecho de que al final
un individuo se aproximaré a una eficiencia méxima, y que la capacitacion adicional tendra poco
efecto sobre el desempeno.

CRECIMIENTO EXPONENCIAL

Si una cantidad Q(t) crece de acuerdo con una ley de la forma Q(t) =
Qe Qoe*t, donde Qg y k son constantes positivas, se dice que experimenta un
crecimiento exponencial. Por ejemplo, en ausencia de restricciones ambien-

tales, la poblacion crece en forma exponencial.

Las cantidades que aumentan exponencialmente se caracterizan por el

hecho de que su ritmo de crecimiento es proporcional a su tamano y que

o) su razon porcentual de cambio es constante. QQ(t) crece exponencialmente si
_;_ﬂ.,_ Q(t) = Qoe** donde k es una constante positiva y Qg es el valor inicial Q(0).
t Para representar graficamente la funcion Q(t) = Qoe*?, observe que Q(t) es
siempre positiva, que Q(0) = Qo, que Q(¢) crece sin limite a medida que ¢
aumenta sin limite y que Q(t) se aproxima a cero a medida que t decrece sin

limite.

Ejemplo 9.21  Se proyecta que dentro det arios la poblacion de cierto pais serd P(t) = 50e%-9%t
millones:

a) 4Cudl es la poblacion actual?

b) ;Cudl serd la poblacion dentro de 30 anos?

Solucién

a) La poblacion actual se calcula haciendo t = 0

P(0) = 50e*02(©) = 50 millones.
b) La poblacion dentro de 30 afos sera

P(30) = 50e(*92G% ~ 91,1 millones.



Ejemplo 9.22  El numero total de hamburguesas vendidas por una cadena nacional de comida
rdpida crece exponencialmente. Si se vendieron 5 millones en 2008 y 8 millones en 2009, ;cudntas
se venderdn en 20107

Soluciéon

Sea Q(t) el nimero de hamburguesas vendidas después de ¢ afios. Como el nimero de hamburguesas
crece exponencialmente, y puesto que al comienzo (2008) se vendieron 5 millones, @ es una funciéon
de la forma Q(t) = 5e**. Ya que pasado 1 afio (2009) se vendieron 8 millones, se obtiene que

8 =5k = F=2.

Para hallar cuantas hamburguesas se venderan en el segundo afo (2010), calculamos Q(2)

Q(2) =5e* =5 (")’ =5 (i)Q

_ 64

12,8
5 )

Es decir, se venderan 12.8 millones de hamburguesas en el 2010.

Ejemplo 9.23  La densidad de poblacion a x kilémetros del centro de una ciudad es D(x) =
12e=997 miles de personas por kilometro cuadrado:

a) ;Cudl es la densidad de poblacion en el centro de la ciudad?

b) ;Cudl es la densidad de poblacion a 5 kilometros del centro de la ciudad?

Solucién

a) La densidad de poblacion en el centro de la ciudad es

D(0) = 12¢(%000©) — 19

es decir habra doce mil personas.
b) La densidad de poblacién a 5 kilémetros del centro de la ciudad es

D(5) = 12¢(70076)
es decir, la densidad de poblacién serd de ocho mil quinientas personas.

Ejemplo 9.24  La produccion diaria de un trabajador que ha estado en el trabajo t semanas
estd dada por una funcion de la forma Q(t) = 40 — Ae=**. Al comienzo el trabajador podia producir
20 unidades por dia, y después de una semana puede producir 30 unidades por dia. ;Cudntas
unidades por dia producird el trabajador después de 8 semanas?

Solucién

Al comienzo, es decir t = 0, Q(0) = 20, entonces

20=40—-Ae % =40—-A4 = A=20.

Después de 1 semana, t = 1, Q(1) = 30, entonces
30=40—-Ae™* = AeF=10 = eeF=-_.
Cuando el trabajador tiene 3 semanas, t = 3, tenemos
Q(t) =40 — Ae™3F =40 — A (e*)” = 40 — 20 G)B = 37,5,

Es decir, el trabajador produciré aproximadamente 38 unidades por dia.



Ejemplo 9.25  Un arquedlogo ha encontrado un fdsil en el que la razén de “*C a 12C es % de
la razon encontrada en la atmdsfera. Aproximadamente, ;cudl es la edad del fosil?
Solucién

La edad del fosil es el valor de t para el que R(t) = %RO, es decir, para el cual
1 —kt 1 kit 1 In5
5R0 Rpe = 5 e = In 5 = B

Para hallar k, sabemos que el promedio de vida del '*C es 5730 afios, entonces

1 1 1
R(5730) = 5 Ro = Roe 5730k = 3= e STk - In = 5730k

In2
5730 "

Por lo tanto k = De esta manera, la edad del f6sil es

‘ In5  57301n5
 k In2

Es decir, el f6sil tiene aproximadamente 13305 anos.

~ 13305

Ejemplo 9.26  Segun un modelo logistico basado en el supuesto de que la Tierra mo puede
soportar mds de 40000 millones de personas, la poblacion mundial (en miles de millones) t anos
después de 1980 estd dada por una funcion de la forma P(t) = %, donde C y k son constantes
positivas. Halle la funcion de esta forma que concuerde con el hecho de que la poblacion mundial era
aproximadamente de 4000 millones en 1980 y de 6000 millones en 2000. ;Qué predice su modelo
con respecto a cudl serd la poblacion en el ano 20107

Solucién
Sabemos que cuando ¢ = 0 (1980), P(0) = 4000, es decir
40 40 99
M0=—F— = 400=—x = (C=-———.
1+ Ce 0k 1+C 100
Cuando ¢ = 20 (2000), P(20) = 6000, es decir
40 Coor 149 1. 208
=—— =—— k=——In——.
6000 =11 gemmr = ¢ 50 20297

Cuando ¢t = 30 (2010), entonces

40 40 40
P(3O) = 99 _,—30k = 99 30Ll]n298 = 3
17W6 lfme 20297 _%(%)2

Es decir, la poblacién mundial en el ano 2010 sera aproximadamente de 8007 millones de personas.

9.8. Tarea

1. Determine el valor de x, para que se cumpla:
a) f(z+2)2g(5)siflx) =53 —2%Fy g(z) = 2772 +4. 57,
b) flz—2)<g(3)sifla) =3 +27y gla) = 32 4 227,

2. ;Con qué valores de a el dominio de la funcion f(z) contiene el dominio de la funcion g(x)?

f@) = log (s +0) . g(a) = =

3. Determine el dominio de las siguientes expresiones:



10.

a) f(z)=2Ve1 4 3vatl, B g3vz2-1 . 7ln(x2—4x—5).
=21 f) flz)= Vi 1a 15 k) fz)= a2 2z -3
b) f(.’L') =e > _ g) f((l?) =1ln z2-5. 1) f(SC) = logm (IZ - 3),
c) f(x)

vl In (x2+3x—4)
=21 h) f(z) =log, Va2 —4; m) f(z)=—5—F——.
220 V) x4 —bxr+6

o o . x4 —4xr—5 .

D) f@) = {pem e

) =
e) fla)=/=LeVim; j) fl@)=h(zr—Va?+1);

Determine el dominio de las siguientes expresiones:

a) f(x)= ! - ¢) fla) = V" —In (a® + 50 +6);

r2—52+6 __ 9x?2+3x—4"’
by f(a) = ; s _23%62%“6' d) f(z)=+Va?+2r—151n (22 —1).

Investigar la monotonia de la funcién y construya su grafica:

3x — 2?2 23 —22 -3z +2
f(z) n(x_1>+n( O )

Investigar la monotonia de la funcién y construya su grafica:

a) f(zr)=2'""-2""1 c ) = logs [ —F ). e) f(z)=1log, (8z —2?);
b) flz) = ( ) ) @) 1gz<m+1>’ £) flz)=2-317 9%
d) f(z)=In(z+ vVa?+1);

Demuestre que el grafico de la funcion f(x) = In (1 — e*) es simétrico con relacion a la
recta f(z) = x.

Los registros de salud publica indican que t semanas después del brote de la gripe AHINT1,
aproximadamente f(t) = W miles de personas han contraido la enfermedad:

a) Trace la grafica de f(t).

b) ;Cudantas personas tenian la enfermedad al comienzo?

¢) ;Cuéantas habian contraido la enfermedad al final de 3 semanas?

d) Si la tendencia continda, aproximadamente jcuantas personas en total contraeran la

enfermedad?

Demuestre que las funciones f(x) y g(z) son reciprocamente inversas:
f(z) = e , z €[0;400); g(x) =+/1-2In(—z), z € [~/e€;0).

Cuando cierta maquinaria industrial tenga ¢ anos, su valor de reventa sera V (t) = 4800e~5
dolares:
a) Dibuje la grafica de V (¢). ;Qué le sucede al valor de la maquinaria cuando ¢ crece sin
limite?
b) (Cudl era el valor de la maquinaria cuando estaba nueva?
c) ;Cual sera el valor de la maquinaria después de 5 afios?





